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Mekanik Titresimler Ders Notlari

MAK 4041 MEKANIK TiTRESIMLER

Titresim dinamigin bir alt kolu olup tekrarlanan hareketler ile ilgilenir. Bu ders
iceriginde mekanik yapilar ile ilgili titresim problemleri ele alinmakla birlikte titresim
iletisimin temelinde bulunmaktadir. (Kulak zar1 ve iliskili mekanizma isitme islemini
gerceklestirmek amaci ile titresir, dil ve ses telleri konusmak icin titresir). Miizikal
enstriimanlarin bircogunda, 6zellikle telli enstriimanlarda, titresim istenilen bir olaydir. Diger
taraftan titresim bircok mekanik sistem i¢in istenmeyen, bazi durumlarda da yikic1 bir
durumdur. Ornegin ugak gdvdesindeki titresimler yorulmaya neden olur ve sonug¢ olarak
hasara yol acgar. Deprem kaynakl1 titresimler binalarda ¢atlaklara ve hasarlara sebep olabilir.
Glnliik hayatta titresim sikga karsilasilan bir etkidir ve genellikle titresim seviyelerinin
azaltilmas1 temel ilgi alanidir.

Titresim, cisimlerin sabit bir referans eksene veya nominal bir pozisyona (denge
konumu) gore tekrarlanan hareketi olarak ifade edilir. Titresim her yerde mevcut olan ve
mithendislik tasarimlarinin  yapisin1 etkileyen bir olgudur. Titresim karakteristikleri
miihendislik tasarimlari i¢in belirleyici faktor olabilir. Titresim bazen zararli olabilir ve
kacinilmalidir, bazen de oldukga yararlidir ve istenilir. Her iki durumda da titresimin nasil
analiz edilecegi, Ol¢iilecegi ve kontrol edilecegi miithendislik i¢in dnemli bir bilgidir.

Titresim teorisi cisimlerin ve ilgili kuvvetlerin salinimli (oscillatory) hareketleri ile

ilgilenir. Sekil 1’de goriilen salinimli hareket Harmonik Hareket olarak adlandirilir ve
asagidaki formiil ile ifade edilir.

Displacement (or force), x(f)

Period,

le— _:r_.-l
NI

Sekil 1. Basit harmonik hareket.

= Time,

x(t) = X cosmot

Burada X hareketin genligi, o hareketin frekans1 ve t zamandir. Sekil 2’de periyodik
(periodic) hareket, Sekil 3’de periyodik olmayan (nonperiodic) veya gegici (transient) hareket,
Sekil 4’de ise gelisigiizel veya uzun zamanli periyodik olmayan hareket egrileri
goriilmektedir.

Kaynaklar: Theory of Vibrations-W.T.Thomson, Elements of Vibration Analysis-L. Meirovitch, Vibrations of Continuous Systems-
S. Rao, Fundamentals of Mechanical Vibrations-S.G. Kelly, Vibration Problems in Engineerin-W.Weaver, S.P. Timoshenko,
D.H. Young, Engineering Vibrations-D.J. Inman, Miihendislik Sistemlerinin Modellenmesi ve Dinamigi-Yiicel Ercan
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Displacement (or force), x(f)

A

0 /\ /\\-/A\// > Time,
Period,
T= F

Sekil 2. Periyodik hareket.

Displacement (or force), x(f)
A

0 K = Time, f

Sekil 3. Gegici (transient) hareket.

Displacement (or force), xir)

DN\TUJ‘% M(‘[\.nun f\UM/JL'\ (\f  Time.
BTN

Sekil 4. Gelisigiizel (random) veya uzun zamanli periyodik hareket.

Titresim olay1 potansiyel enerjinin kinetik enerjiye, kinetik enerjinin ise potansiyel
enerjiye doniisiimiinii icermektedir. Bu nedenle titresim yapan sistemler potansiyele enerji ve
kinetik enerji depolayan elemanlara sahip olmalidir. Potansiyel enerji depolayan elemanlar
yay veya elastik elamanlar, kinetik enerji depolayan elemanlar ise kiitle veya atalet
elemanlaridir. Elastik elemanlar potansiyel enerji depolar ve bu enerjiyi atalet elemanina
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kinetik enerji olarak geri verir. Sekil 5’de bir kiitle yay sisteminin denge konumu etrafindaki
hareketi goriilmektedir. Sekil 5a’da yay ile zemine baglanmis kiitle denge konumunda
goriilmektedir. Kiitle verilen ilk yer degistirme ile 2 konumuna getirilmistir. 2 konumunda
yaymn en uzamis halde oldugu ve dolayisi ile yayda depolanan potansiyel enerjinin en yliksek
diizeyde oldugu, bu konumda kiitle sifir hiza sahip oldugu i¢in ise kinetik enerjinin sifir
oldugu bilinmektedir. Kiitle 2 konumundan serbest birakildiginda m kiitlesi 1 konumuna
dogru artan bir hizla hareket eder. Kiitle 1 konumuna geldiginde yay uzamamis boyuna ulasir
ve depoladig1 potansiyel enerjiyi tamamen m kiitlesine aktarmistir. Bu konumda enerjinin
korunumu prensibine gore kiitlenin kinetik enerjisi dolayisi ile hizi en biiytlik degerine ulasir.

Position 1 (equilibrium)

E_,. o E,: Potansiyel Enerji
N , .. ..
N i ] Ei= Kinetik Enerji
g ‘."A‘-'" \\"&\"’ W \Vh\."' ‘-\."A‘.'r J\"."' \'\’IA VATAVAS: m
\ ‘!—rJ PN
) Ep_o, Ek_o
(a1) !
!
! Position 2
: (extreme right)
! I
3§ i ! i Ep(max)
3 ' ! Ex(min
SAAAAAAANAAAAT (min)
] L .o
X i —_—. Enerji E,
) | Ep(min)
i Ex(max
Position 3 ] k( )
(extreme left) i
! i
Yy « ' ! : i !
\ 1
%"'Illll"“”'"ﬁll'”l‘ ! Ep(max) ' . !
\“ PRy m H . . . '
\ ; : Ex(min) - >
h 3 1 2

(c)
Sekil 5. Yay-kiitle sisteminin hareketi.

Yukarida verilen yay-kiitle sistemindeki enerji degisimi Sekil 6’da gosterilen basit
sarkag ile benzerdir.

‘~ m . Ep(max)

el g @

—_ = ————— Datum

Sekil 6. Basit sarkag.
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Titresim yapan sistemlere uygulanan baslangi¢ zorlamasi kiitleye uygulanan baslangig
deplasmani1 ve/veya hizi seklinde olabilir. Bu baslangic girdisi sisteme potansiyel ve/veya
kinetik enerji kazandirilmasina neden olur. Bu baslangi¢ girdisi sistemi serbest titresim olarak
adlandirilan salinimli bir harekete siiriikler. Serbest titresim aninda potansiyel ve kinetik
enerji arasinda bir degisim s6z konusudur. Eger sistem konservatif/korunumlu (conservative)
ise sistemin potansiyel ve kinetik enerjisinin toplami sabittir ve zamana gore degisimi sifirdir.
Bu durumda sistem teorik olarak sonsuza dek titresir. Pratikte ise titresim yapan sistemlerde
soniim veya sistemi cevreleyen ortamdan kaynaklanan siirtiinme (6rnegin hava direnci)
mevcuttur ve bu etkiler hareket sirasinda sistemin enerjisini kaybetmesine sebep olur. S6niim
etkisi sistemin toplam enerjisinin siirekli olarak azalmasina ve sifirlanmasima (hareketin
sonlandig1 nokta) sebep olur. Eger sisteme sadece ilk hareket sartlari ile (yer degistirme/hiz)
girdi saglanmis ise ortaya c¢ikan salinimli hareket sonunda sonlanacaktir. Bu sekildeki
baslangi¢ girdilerine gecici zorlama (transient excitation) ve sonu¢ olarak ortaya ¢ikan
harekete ise gegici hareket (transient motion) adi verilir. Eger sistem belirli bir genlikteki
cevapta tutulmak isteniyor ise stirekli bir dis kaynak ile uyarilmalidir.

Dinamik ve alt alan1 olan titresim konusunda calisan ve bu alana onemli katkilar
saglayan bilim insanlar1 Tablo 1’de verilmistir.

Tablo 1. Siirekli sistemlerin titresimi konusuna katki yapan baglica bilim insanlari.

Period Scientist Contribution

582-507 B.C. Pythagoras Established the first school of higher education

and scientific research. Conducted
experiments on vibrating strings. Invented
the monochord.

384-322 B.C. Aristotle Wrote a book on acoustics. Studied laws of
motion (similar to those of Newton).
Introduced vectorial addition of forces.

Third century Alexander of Kinetic and potential energies. Idea of
B.C. Afrodisias conservation of energy.

325-265 B.C. Euclid Prominent mathematician. Published a treatise
called Introduction to Harmonics.

A.D.

1564—1642 Galileo Galilei Experiments on pendulum and vibration of
strings. Wrote the first treatise on modern
dynamics.

1642-1727 Isaac Newton Laws of motion. Differential calculus.
Published the famous Principia
Mathematica.

1653-1716 Joseph Sauveur Introduced the term acoustics. Investigated
harmonics in vibration.

1685-1731 Brook Taylor Theoretical solution of vibrating strings.
Taylor’s theorem.

1700-1782 Daniel Bernoulli Principle of angular momentum. Principle of

superposition.
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Tablo 1. (Devami)

Mekanik Titresimler Ders Notlari

1707-1783 Leonhard Euler Principle of superposition. Beam theory.
Vibration of membranes. Introduced several
mathematical symbols.

1717-1783 Jean D”Alembert Dynamic equilibrium of bodies in motion.
Inertia force. Wave equation.

1736-1813 Joseph Louis Analytical solution of vibrating strings.

Lagrange Lagrange’s equations. Variational calculus.
Introduced the term generalized coordinates.

1736—1806 Charles Coulomb Torsional vibration studies.

1756-1827 E. F. F. Chladni Experimental observation of mode shapes of
plates.

1776-1831 Sophie Germain Vibration of plates.

1785-1836 Claude Louis Bending vibration of plates. Vibration of solids.

Marie Henri Originator of modern theory of elasticity.
Navier
1797-1872 Jean Marie Studied partial differential equations applied to
Duhamel vibrating strings and vibration of air in
pipes. Duhamel’s integral.
1805— 1865 William Principle of least action. Hamilton's principle.
Hamilton

18241887 Gustav Robert Presented extended theory of plates.

Kirchhoff Kirchhoft’s laws of electrical circuits.

1842-1919 John William Energy method. Effect of rotatory inertia. Shell

Strutt (Lord equations.
Rayleigh)

1874 H. Aron Shell equations in curvilinear coordinates.

1888 A E. H. Love Classical theory of thin shells.

1871-1945 Boris Grigorevich Approximate solution of boundary value

Galerkin problems with application to elasticity and
vibration.

1878-1909 Walter Ritz Extended Rayleigh’s energy method for
approximate solution of boundary value
problems.

1956 Turner, Clough, Finite element method.

Martin, and
Topp
SERBESTLIK DERECESI

Bir sistemin serbestlik derecesi, sisteme ait her parcanin herhangi bir t anindaki
konumlarin1 tanimlayabilmek i¢in gerekli olan minimum bagimsiz koordinat sayisidir. Sekil
5’deki yay kiitle sistemindeki kiitlenin konumu sadece x koordinati ile ifade edilebilir,
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dolayist ile yay kiitle sistemi tek serbestlik derecelidir. Sekil 6’da verilen basit sarkagin
hareketi de 0 koordinati ile ifade edilebilir. Bununla birlikte sarka¢ hareketi x ve y
koordinatlari ile de tanimlanabilir. Fakat x ve y koordinatlari arasinda x*+y’=€* bagintis1 da
vardir. Bu denklem bir kisitlamadir ve x ve y birbirinden bagimsiz degildir. Dolayisi ile basit
sarkac sistemi tek serbestlik derecelidir. Sekil 7°de ¢ok serbestlik dereceli sistemlere 6rnekler

verilmistir.

. .
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Sekil 7. Cok serbestlik dereceli sistem ornekleri.
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Cok serbestlik dereceli bir sistem yay ve soOniimleyiciler ile ayrilmis noktasal
kiitlelerden olusan bir sistem olarak diisiliniilebilir. Bu durumda sistem parametreleri ayrik ve
sonlu sayidadir. Bu tip sistemler topaklanmis parametreli (lumped-parameter), ayrik (discrete)
veya sonlu boyutlu (finite-dimensional) sistemler olarak adlandirilir (Sekil 7).

Diger taraftan, siirekli sistemlerde kiitle, elastiklik (flexibility) ve sOniim sistem
iizerine dagilmis durumdadir. Titresim sirasinda sonsuz sayidaki noktasal kiitleler birbirlerine
gore farkli hareketler yapabilir. Bu tip sistemlere dagitilimis (distributed), stirekli (continuous)
veya sonsuz boyutlu (infinite-dimensional) sistemler adi verilir. Siirekli sistemler i¢in temel
bir ornek Sekil 8’ve gosterilen ankastre (cantilever) kiristir. Kiris sonsuz sayida maddesel
kiitleye sahiptir ve bunun sonucu olarak kiris hareketini (¢6kmesini) ifade edebilmek i¢in
sonsuz sayida koordinata ihtiya¢ vardir. Bu sonsuz sayidaki koordinat kirisin elastik ¢okme
egrisini olusturur. Bircok mekanik ve yapisal sistem siirekli esneklik ve kiitle dagilimina
sahiptir ve sonsuz serbestlik derecesine sahiptir.

A

—I———T——qr——r———r———r——n——i

2%,
H
2
|
|
)

b *y

Sekil 8. Ankastre kiris (siirekli sistem).

TITRESIMIN SINIFLANDIRILMASI

Titresim problemleri asagidaki sekilde siniflandirilabilir.

1. Soniimsiiz ve soniimlii titresimler: Eger sistemde siirtiinme veya benzeri direngler
sebebi ile enerji kayb1 ve sonlimiine sebep olacak bir etki yok ise titresim problemi sonlimsiiz
(undamped) olarak adlandirilir. Eger sistemde soniim mevcut ise sistem soniimlii (damped)
olarak adlandirilir. Titresim problemlerini incelerken soniim ihmal edilerek ¢6ziim
basitlestirilebilir, fakat soniim etkileri 6zellikle rezonans durumu i¢in olduk¢a 6nemlidir.

2. Serbest ve zorlanmus titresimler: Eger sistem ilk sartlar neticesinde titresiyor ise
(t>0 i¢in sisteme etki eden dis zorlama yok) sistem titresimlerine serbest titresim adi verilir.
Eger sistem dis zorlama etkisi ile titresiyor ise olusan titresimlere zorlanmis titresim adi
verilir.
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3. Lineer ve lineer olmayan (nonlinear) titresimler: Eger titresim yapan sistemin
tim bilesenleri dogrusal (lineer) davranisa sahip ise olusan titresimlere lineer titresim adi
verilir. Eger sistem elemanlarindan herhangi biri dogrusal olmayan davranisa sahip ise olusan
titresimlere lineer olmayan (nonlinear) titresim adi verilir. Bu tip sistemlerin hareketini ifade
eden diferansiyel denklemler lineer olmayan formdadir. Bir¢ok titresim sistemi, biiyiik
titresim genlikleri i¢in lineer olmayan davranisa sahiptir.

TITRESIM ANALIZi

Bir titresim sistemi cevabi zorlamalara (excitations) ve sistem parametrelerine (kiitle,
direngenlik ve sonlim) bagli olan dinamik bir sistemdir. Zorlama ve cevap zamana baghdir.
Titresim analizi belirtilen bir dis zorlamaya bagli olarak sistem cevabinin belirlenmesidir. Bu
analiz matematik modelleme, hareket denklemlerinin olusturulmasi (derivation of the
governing equations of motion), hareket denklemlerinin ¢6ziimii ve sistem cevabinin
yorumlanmasi asamalarini igerir.

Matematiksel modellemenin amaci hareket denklemlerini olusturmak amaci ile
sisteme ait tim Onemli karakteristik Ozellikleri sunmaktir. Matematik model, sistem
ozelliklerine gore lineer veya lineer olmayan bi¢imde olabilir. Eger sisteme ait matematik
model lineer ise siliperpozisyon prensibi uygulanabilir. Lineer sistemlerde fi(t) ve fi(t)
seklindeki bagimsiz girdilere verilen cevap sirasiyla x;(t) ve xo(t) ise, f(t)=fi(t)+fx(t)
seklindeki bir girdiye karsilik sistem cevabi x(t)=x;(t)+xx(t) dir.

Matematik model olusturulduktan sonra, dinamik prensipleri hareket denklemini
olusturmak amaci ile kullanilir. Bu amagla, tim dis zorlamalari, reaksiyon kuvvetlerini ve
atalet kuvvetlerini icerecek sekilde kiitlelere ait Serbest Cisim Diyagramlar1 olusturulur.
D’ Alembert prensibi, Newton’un 2. yasasi, Lagrange veya Hamilton prensibi gibi yontemler
hareket denklemlerini olusturmak amaci ile kullanilir. Sistem cevabini analitik (closed-form)
veya niimerik olarak elde etmek amaci ile hareket denklemleri degisik yontemler kullanilarak
¢oziiliir ve sonug olarak sisteme ait yer degistirme (displacement), hiz (velocity) veya ivme
(acceleration) cevaplari elde edilir.

MATEMATIK MODEL OLUSTURMA

Titresim yapan sistemlerin analizi i¢in ilk olarak sistem yapisini yeterli derecede ifade
edecek icerikte bir matematik model olusturulur. Olusturulan model sistemin temel titresim
hareketlerini yeterli yaklasiklikla ifade edilecek nitelikte basitlestirmeler igerebilir. Matematik
model olusturulur iken titresim sisteminde bulunan elemanlarin lineer veya lineer olmayan
ozellikleri belirtilir. Sekil 9°da bazi1 sistemleri ve bunlara ait matematik modeller verilmistir.
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TIiTRESIM SISTEMLERININ TEMEL ELEMANLARI

Titresim yapan sistemlerde potansiyel ve kinetik enerji depolayan elemanlar ile soniimlii
sistemlerde enerji soniimiinii saglayan elemanlar mevcuttur. Bu elemanlara ait denklemler
asagida verilmistir.

a) Elastik Elemanlar (Yaylar): Yaylar titresim sistemlerindeki kiitleleri birbirine baglayan
ve kiitlelerin bagil hareketlerini saglayan elemanlardir. Yaylar lineer ve nonlineer
karakteristige sahip olabilirler. Lineer karakteristige sahip yaylar Hooke yasasina uygun
davranirlar ve yayda olusan elastik kuvvet yaydaki sekil degisimi ile orantilidir. Fakat titregim
genliklerinin yiiksek oldugu zaman ve/veya metal olmayan malzemeler kullanildiginda yaylar
lineer davraniga sahip olmayabilirler. Sekil 10°da baz1 yay karakteristikleri gosterilmistir.

X1 X5
— > k — A F(x) | 3
YT g
g J0 LEx) =kvx
i1 2.F(x)=kx
1 :,:' /
A 2.F(x) = kx>
F=k(x, —Xx1) . v 4.F(x)=kx
1 2 ot >
Engk(xz_xl) X

Sekil 10. Elastik eleman.

b) Atalet Elemanlar1 : Atalet elemanlar1 kinetik enerji depolayan elemanlardir. Atalet
elemanlar1 6teleme ve donme hareketlerini ayr1 ayr1 yapabilecekleri gibi, hem 6teleme hem de
donme hareketini birlikte gerceklestirilebilirler. Atalet elemanlarina ait eleman denklemi
asagida verilmistir.

i X
_
— m Ey = -mi’
2
F=mX

¢) Soniim elemanlar1 : Sonlimli sistemlerde enerji yutumunu saglayan elemanlardir.
Amortisor tipi elemanlar akigskan siirtinmesi ile enerji kaybin1 saglarlar ve titresim
genliklerinin exponansiyel olarak azaltirlar. SOniim elemanlarinda mekanik enerji 1s1
enerjisine doniisiir. Eleman denklemi asagida verilmistir.

X, c X,
]

A > F

_________________________ R e
T L
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Titresim sistemi elemanlarina ait benzer denklemler donme hareketi i¢in de yazilabilir.
Donme hareketinde donel direngenlik (kg), kiitle atalet momenti (I), ve donel soniim (cp)
kavramlart mevcuttur. Doniis hareketi yapan titresim sistemlerinde dis zorlamalar moment
girdileri seklindedir.

Disk tipi kiitle elemanlarinin kiitle atalet momentleri:

Titresim sistemlerindeki karmasik geometrilere ait kiitle atalet momentleri giinlimiiz
kat1 modelleme programlari ile hesaplanabilir. Bununla birlikte disk tipi yapilarin kiitle atalet
momentleri disk kiitlesi ve yarigapina bagli olarak asagidaki sekilde yazilabilir. Diskler
sadece belirli bir eksen etrafinda doniis hareketi yapabilecekleri gibi, hem donme hem de
Otelenme hareketi yapabilirler. Bu durumda, diskin kiitle atalet momenti ile birlikte kiitlesinin
de dikkate alinmasi gereklidir. 0,0

PR

1 2
o Id'k =—mR . _1 .2 1 )
R/ 1 2 X,X Ek = —mx +—Idisk0
/‘/\4 m 2 2
2 A

Kaymadan yuvarlanma

Titresim yapan mekanik sistemlerde homojen ince g¢ubuk tipi elemanlar sikca
kullanilmaktadir. Bu elemanlar belirli bir noktasindan gegen eksen etrafinda doniis hareketi
yapabilecekleri gibi, bir diizlem icerisinde hem 6teleme hem de donme hareketi yapabilirler.
Sadece doniis hareketi yaptiklarinda donme noktasindan gegen eksen etrafindaki kiitle atalet
momentleri, hem donme hem de oteleme hareketi yaptiklarinda ise hem Otelenen ¢ubuk
kiitlesi hem de cubugun kiitle merkezinden gecen eksen etrafindaki kiitle atalet momenti
dikkate alinir.

0,0
m
5 Yo .
| ® ® o | P=1
‘ ! X dx
— = | |l
L L
< 2 P 2 o
I D
L/2 L/2 L/2 L/2 3 .3
Ig = Ipxzdx= .[ M2gx =2 IXQdX=ElX3 =£[L—+L—J=LmLz
L2 L L/, L3 |,,, 3L 8 8] 12

Homojen ince gubuk sekilde goriilen bir B noktasi etrafinda doniiyor ise, doniis eksenine gore
kiitle atalet momenti paralel eksenler teoremi (Steiner teoremi) ile hesaplanabilir.

Ig =1p +mr?
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Donme hareketi yapan bir ¢ubuk icin kinetik enerji ifadesi

1. .o 1. .o 1 .5
E, ==10°==1-0"+—mx
k 7 > G > G

Burada I donme noktasindan gegen eksen etrafindaki kiitle atalet momenti, Ig kiitle
merkezinden gecen eksen etrafindaki kiitle atalet momenti, X kiitle merkezinin hizidir.

Esnek eleman konfigiirasyonlari:

Titresim yapan mekanik sistemlerde potansiyel enerji depolayan esnek elemanlarin paralel ve
seri olmak {izere farkli konfigiirasyonlart bulunabilir. Bu durumlarda esdeger direngenliklerin
elde edilmesi gereklidir. Seri ve paralel baglanti durumlari i¢in esdeger hesaplar1 asagidaki
gibi ifade edilir.

Paralel Baglanti: Bir mekanik sistemde paralel yay konfigiirasyonu s6z konusu ise esdeger
yay katsayisi su sekilde hesaplanabilir.

Paralel baglantida tim yaylardaki ¢okme esittir ve x degerine sahiptir. Dolayist ile yaylarin
tepki kuvvetleri toplanir.

n
; k.. =) k;
ZF =k x +kox +..+ k,x = (k; +ky +...+k, ) x = (Zki]x =KX P es — Z 1
i=l i=1
Seri baglantida tiim yaylardaki kuvvet ayni olup toplam ¢dkme tiim yaylardaki ¢okmelerin
toplamina esittir.

X=X +Xp+...+X,
[«
ki

“ea,
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Helisel yaylarin yay katsayilar: G D4
_r D k=——
Bir helisel yaymn yay katsayisi ‘ 641" N
yay malzemesine ait malzeme @
ozelligi ile yay geometrik G = E
boyutlarina baghdir. 2 (1 — U)
N sarim

E: Elastisite modiila
G: Kayma modiili
v: Poisson orani

YAY OLARAK KULLANILAN YAPISAL ELEMANLAR
Titresen mekanik sistemlerde bulunan yapisal elemanlar ¢ogu kez yay elemani gibi
davranmaktadirlar. Kiris tipi elemanlar bu tip yapisal elemanlara 6rnektir. Bu elemanlara ait

direngenlik ifadeleri kuvvet-sekil degistirme iliskileri ile elde edilebilir.

Eksenel titresimler i¢in direngenlik ifadesi.

A E, L F k
= - =
\ Y N N

AL x
E=—=—
L L
o=£=Ea=E§-)x:£-)k:£:i:%
A L EA x FL L
EA
Egilme titresimleri i¢in direngenlik ifadeleri ‘ F
E,ILL F l
P | y
o rveye — =
= TN 5 l k
A ~<0 wY
N
3
0%y 5Tl
EIaX—z—M(x) |§>{> Bl
(_E__F _3EI
8 FL I’
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‘F
JLL

h

Vs
-
i

R

FL?
E18_2=M(X) |::> 8=192E1 _r F _192EI
FL 3
192 El

~
W
I

o | M

A\
8%y FI3
EIZT=MK) = 8= L _F__F _48H
8§ rFL* L
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Torsiyonel Sistemler

J,G,L

M M
ML . -M_ M _GJ
MO 9 == 6= = =

A\

Burada J kesit kutupsal (polar) alan atalet momentidir.

TITRESIM PROBLEMLERININ DOGRUSALLASTIRILMASI (KUCUK YER
DEGISTIRMELER)

Titresim problemleri, kiigiik Otelemeler ve kiiclik yer donmeler kabulii ile dogrusal
diferansiyel denklemler ile incelenmektedir. Biiyiik yer degistirmeler s6z konusu oldugunda
dogru ¢6ziim icin diferansiyel denklemlerin nonlinear formlar1 g6z oniinde bulundurulmali ve
cozlimler bu sekilde yapilmalidir.

N\

Z
sin®  x sin© o . . .
tan 0 = =—=>x=R . Burada sin6 ifadesi Taylor serisine acilir ise
cos§ R cos9
0 93 65
sin@ = T + 57 0 <<1 i¢in, diger 0’nin yiliksek dereceden kuvvetleri sifira ¢cok

yakin degerler alir. Dolayisi ile kiiglik agisal yer degistirmeler i¢in sin 6 =~ 6 alinabilir. cos6
ifadesi i¢in Taylor serisi yazilir ise

2 4
cosf=1 —% +% —--+, 0 <<I i¢in, diger 6’nin yine yliksek dereceden kuvvetleri sifira cok

yakin degerler alir. Dolayisi ile kiigiik agisal yer degistirmeler i¢in cos0 ~ 1 alinabilir.

Bu durumda x = R? = RO yazilabilir.
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Bir nokta etrafinda doniis hareketine sahip kirisler i¢in de benzer ifadeler gegerlidir.

Sinf = A
OA

XA

X, =0OA sin0=0A0

HAREKET DENKLEMi OLUSTURMA YONTEMLERI:

Titresim analizi yapilacak sistemin matematik modelinin olusturulmasini takiben
literatiirde mevcut yontemlerden biri kullanilarak sistemin hareketini tanimlayan diferansiyel
denklemler (hareket denklemleri) olusturulur. Hareket denklemleri olusturulur iken farkli
yontemler kullanilabilir. Bu yontemlerden sik kullanilanlar1 agagida verilmistir.

Bu boliimde mekanik titresim problemlerinde temel olarak ele alinan yay-kiitle sistemi ele

aliacaktir.
‘ F(t)
. ‘ _
l g lX(t)

k |_——_|c

1. Newton’un 2. yasasi ile: Sekilde goriilen sistem tek serbestlik dereceli sistemdir ve m
kiitlesinin hareketi x koordinati ile tanimlanabilir. Newton’un 2. yasasi geregi cisme etkiyen
kuvvetlerin toplami1 cismin kiitlesi ile ivmesinin ¢arpimina esittir.

m kiitlesi k yay1 iizerine konulmadan once yay sekil degistirmemis serbest konumdadir. mg
agirhigindaki kiitle yay tizerine yerlestirildikten sonra yay bir miktar statik ¢okmeye ugrar ve
F(t) dis zorlamas: ile bu ¢okmenin iizerinde x dinamik yer degistirmeleri olusur. Dolayisi ile
m kiitlesinin toplam yer degistirme ifadesi x(t)=xstxq seklinde statik ve dinamik yer
degistirmelerinin toplami seklinde ifade edilebilir.
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x(t) = x. + %, () lF(t)
X(t) =%,
X(t) =X,
mg 1 m
olarak yazilabilir. ’ x(t)=xstx4(t)

Cismin Serbest Cisim Diyagramu ¢izilir ise,
k(XstXq) X,

Newton’un 2. yasasi geregi 6teleme yapan sistemler i¢in

> F=mx

Donme hareketi yapan sistemler i¢in

> M =16

Asag1 yon pozitif kabul edilerek

F(t)+ mg—k(x, +x,)—cX, = mx 2 F(t)+mg—k%—kxd —CX,y =mX,

Buradan m kiitlesi i¢in hareket denklemi
mX, +cx, +kx, = F(t) seklindedir.

Goriildiigii gibi hareket denkleminde cisme etki eden yer ¢ekimi kuvveti ve yayda olusan
statik ¢Okme reaksiyonlar1 bulunmamakta, hareket denklemi m kiitlesinin statik denge
konumundan (yaymn c¢okmiis hali) itibaren Olclilen x4 dinamik yer degistirmelerini
icermektedir. Dolayist ile yer ¢ekimine karst ¢alisan sistemlerde kiitle yer degistirmesi statik
denge konumundan 6lgiiliir ve titresim hareketini tanimlayan yer degistirme ifadesi x=x4 dir.
Dolayisi ile hareket denklemi

mX + cx + kx = F(t) seklinde yazilir.

2. Dinamik Denge Yontemi (D’Alembert Prensibi): Bu yontemde cisme etki eden atalet
kuvvetleri de serbest cisim diyagraminda gosterilir ve cisim statik dengede kabul edilerek

Z F =0 veya ZM =0 esitlikleri kullanilir.
D’Alembert veya atalet kuvveti
lF(o

T / F(t)—i—mg—k%—kxd—cxd—midzo

mX

mg 1 m yine x=Xx4 ile
X(t):Xs+Xd(t) .. .
mX + cX + kx = F(t)

Olarak elde edilir.
k(xsxq) CX 4 17/154
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3. Enerji Yontemi : Bu metod ile enerjinin korunumu prensibi uygulanir. Bir sistemin toplam
enerjisinin artig hizi sisteme verilen giice esittir.

dE
d t net

t

Burada Et sistemin potansiyel ve kinetik enerjilerinin toplami, Pnet ise sisteme verilen net
toplam gii¢ olup; dis kuvvetler ve momentlerin sisteme verdikleri gii¢ + isaretli, sistemin
disariya verdigi mekanik gii¢ ve soniimleyici elemanlar tarafindan ¢evreye yayilan 1s1 giicii —
isaretlidir.

Pnct :ng _ZPV _de

SN N

Sisteme verilen Sistemin Sontimleyici
mekanik disartya verdigi elemanlardan disa
giiclerin toplam1  mekanik atilan 1s1l giiglerin

gii¢lerin toplami1 toplam1

Yay kiitle sistemi icin bu ifadeleri yazar isek (statik denge konumu etrafindaki hareket ele
aliniyor)

E =lmX2,E =lkx2,E =lmx2+lkx2,P = F(t)%x — cxx
k p 2 t 2 2 net

4 L2 o+ Ly = F(t)X — cxx
dt\ 2 2

mxX +kxx = F(t)x —cxx = mX+cx +kx =F(t) olarak elde edilir.
4. Lagrange Yontemi: Bu yontemde de incelenen sisteme ait kinetik ve potansiyel enerjiler
dikkate alinir. Ayrica Sanal [s ilkesi ile dis kuvvetlerin ve soniim kuvvetlerinin sistemin genel

koordinatlarinda gergeklestirmis olduklart sanal isler dikkate alinarak tiiretilen genel kuvvetler
hareket denkleminin tiiretilmesi i¢in kullanilir.

Sisteme ait Lagrange ifadesi kinetik enerji ile potansiyel enerji farkina esittir.
L=E,-E,

Kinetik enerji-potansiyel enerji farki asagidaki Lagrange denklemine yazilarak ele alinan
sisteme ait hareket denklemi elde edilebilir.

dfoL) oL _,
dtlég, ) oq
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Lagrange ifadesi acilir ise Lagrange denklemi asagidaki formda elde edilir.

dt

+ =Q,;

oq;  0q;

d(eE, OE,) o, OE,
6q, ogi

Burada q; bir sistemin i. genel koordinatini, Q; ise bu koordinata etki eden kuvvetlerin
toplamini (Genel Kuvvet) ifade eder. Genel kuvvet ifadesi Sanal Is ile elde edilir.

Miihendislik sistemlerinde genel olarak potansiyel enerjinin genel koordinat hizi ve kinetik
enerjinin de genel koordinat ile iliskisi olmadigindan Lagrange denklemindeki bu terimler
sifir alinarak, bu ders kapsaminda incelenecek mekanik sistemler i¢in Lagrange denklemi
asagidaki gibi elde edilir.

i aEk +8E_p:Qi
dt\ dq; ) q;

Bu denklem Gteleme yapan sistemler i¢in bir kuvvet, donme yapan sistemler i¢in ise bir
moment dengesidir.

Genel kuvveti elde etmek i¢in dis zorlamalarin ve soniimleyici kuvvetlerin genel koordinatlar
tizerindeki sanal isleri dikkate alinir. Genel koordinatlarda zamandan bagimsiz olarak kiiciik
degisimler dikkate alinarak (&) bu kuvvetlerin yaptig is

OW =F(t)0q; —cq,0q; ifadesi yazilabilir. Genel olarak sanal is ifadesi W = Q,dq; yazilarak
ilgili genel koordinata ait Genel Kuvvet ifadesi olusturulmus olur.

Ornek alinan yay kiitle istemi igin

E, = %mxz, E, = %kxz, 8W = F(t)8x — cx8x = [F(t) — cx]éx

QX

%(%mxj +kx = F(t) —cx = mX + cx + kx = F(t) diferansiyel denklemine ulaglir.

Ornek: Basit Sarkac I¢cin Hareket Denkleminin Elde Edilmesi:

Asagida verilen basit sarkag i¢in hareket denklemini D’Alembert ve Lagrange yontemleri ile
elde edelim.
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SCD

Referans pozisyon

Basit sarka¢ doniis hareketine sahip bir mekanik sistemdir. Atalet kuvvetleri ve sisteme etki
eden diger kuvvetler SCD’da gosterilmistir. O noktasina gore toplam moment sifira
esitlenerek. Saat ibresi tersi yon pozitif alinarak

> M, =0

—mlB1-mglsin®=0 > ml>§+melsin0=0> 16+gsin0 =0, sin0=0> é+%e=o

Basit sarka¢ harmonik bir hareket yapmaktadir. Dolayisi ile

0(t) = 0, sin(mt) kabulii ile 0(t) = —»* 0, sin(ot) ifadeleri denklemde yerine yazilir ise basit
sarkacin yapacag1 harmonik hareketin agisal frekansi

|og

{% -’ }90 sin(ot) =0 > %— 0 =0=> o= \/7rad/s olarak elde edilir.

—

Gortildiigii gibi basit sarkag i¢in salinim hareketi sarka¢ boyundan etkilenmektedir.
Lagrange yontemi ile hareket denklemi:

Basit sarkag¢ probleminde m kiitlesinin kinetik enerjisi
1 N2
E, = Em(le) dir.

Potansiyel enerji ifadesi

E, =mgl(l1-cos®) dir. Sarkag tizerinde dis zorlama veya sénim yoktur.

%(m129)+ mglsind=0=> 0+ %sine =0=> sin6=0> 0+ %6 = 0 olarak elde edilir.
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Ornekler:

Ornekl1: Sekilde gosterilen sarkag icin (compound pendulum) hareket denklemini elde ediniz,
dogal frekansini belirleyiniz.

Ey :%Ioé2 E,=mgL;(I-cos0)

d(aEkj+8Ep_

dt N

Y Qg
Io0+mgL,sin®=0

Io sarkacin donme noktasina gore kiitle
atalet momentidir.

Kiiciik ac¢isal yer degistirmeler i¢in sin =0

5 mebig g

0
Serbest titresimlerin  formu saf harmonik  seklindedir  O(t)=0,sinw,t ve
0(t) = 20, sin o, t *dir. Bu ifadeler hareket denkleminde yerine yazilir ise,

L L
0, = mIg L (rad/sn), f, zzL e

n
0 n 0

(Hz) olarak elde edilir.

Ornek 2: Sekilde verilen tek serbestlik dereceli sistemin hareket denklemini yaziniz ve dogal
frekans ifadesini elde ediniz.

XB =X
2k A Ix
m OZZ
N 0 ‘ L/3 i eL s
® 'y XA = 375
k. | > Donel yay
| X 2L/3 Ince homojen bir ¢ubuk igin
f(t) ,
k
m -‘ B—Y Iy :LmL2+m L L :l 12
12 2 9
A\
2 .\ 2
Ey - L omi® +lIO S elimf2) 2 lfome %2 :ls_xz
2 2L 2 (2 2
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2 2
E, _ 12 +lkt BN R .
2 2L 2

5 |:k+&+£:|xzzl[%+&:|xz

412 2 202 41?

N | —

SW = f(t)dx

Lagrange denklemi uygulandiginda

9k
L L S LS B
2 2 412

Dogal frekans serbest titresimlerin frekansi oldugu icin dis zorlama yoktur ve titresim hareketi
frekansi sistemin dogal frekansina esit olan harmonik bir harekettir. Dolayisi ile yukaridaki
tek serbestlik dereceli sistemin dogal frekansi

Ornek: Sekilde verilen tek serbestlik dereceli sistemin hareket denklemini elde ediniz.

k X=X, +X,

mgsin o

a. mgcosy‘ /
,~’mgecosa

Newton’un 2. yasasina gore

—CXy —k(xs +xd)+mgsina =mX,

mgsina 9 mX+cx+kx=0

—cxy —k —kx,; + mgsina = mX,

Koordinat statik denge konumundan itibaren 6l¢iildiigiinde yercekiminin etkisi yoktur.
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Ornek: Sekildeki tek serbestlik dereceli sistem igin hareket denklemini elde ediniz.

SW = M(t)és[ﬁj — cxSx
R

OE
i(mx+lrnxj =§m5(', —r =kx, Q, :iM(t)—cX
2 ox R
Sisteme ait hareket denklemi %mx +cx+kx = %M(t)

Ornek: Sekildeki iki serbestlik dereceli sisteme ait hareket denklemlerini elde ediniz.

g P o P

f, = e

1 ) 1 ) 1 2 1 2 1 2
E, =— +—2mx5,E, =—kx7 +—2k(x, —x; )" +—=kx5,
L B 2:5p T Ty ( 2 1) 5 X2

oW = f16X1 _C(Xz —XI)S(XZ _Xl)

Cok serbestlik dereceli sistemlerde Lagrange denklemi her bir genel koordinat i¢in yazilir.
x; i¢in Lagrange denklemi yazilir ise,

OE
i 6E_k +—p:QX1
dt 8X1 8X1

Xz i¢in Lagrange denklemi yazilir ise,

OE
A% ), P gy,
dt 8X2 8X2

Zm).{2 + 2k(X2 - Xl) + kX2 = —C(Xz — Xl) 9 2mX2 — C).(l + C).(z — 2kX1 + 3kX2 =0
Hareket denklemleri matris formunda yazilir ise,

SSY AT o e W S
Y

M C K f

Kiitle Matrisi Soéniim Matrisi Direngenlik Matrisi Zorlama Vektoru

Lineer sistemler i¢in Kitle, Sonim ve Direngenlik matrisleri simetriktir.
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Ornek: Sekildeki iki serbestlik dereceli sisteme ait hareket denklemlerini elde ediniz.

E, = %ml)'(z +%m2(x +LO)

1
E = Ekx2 +m,gL(l1—cos0)

p

oW = fox

Lagrange denklemi x koordinati i¢in uygulanir ise
%(ml)'( +m,X + m2L9)+ kx =f = (m, +m, )X +m,LO+kx =f

Lagrange denklemi 6 koordinati icin uygulanir ve kiigiik acisal yer degistirmeler kabulii ile

%(mZLX + m2L29)+ m,gLsin®=0=> m,L*0+m,Lx + m,glo=0

o el o mfof o

Ornek: Asagidaki iki serbestlik dereceli sistemin hareket denklemlerini yazimz.

N N N
L2

A\L2 L2

E B1 :/

i ! 0,

; m i m,
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1 2 1 22
Ek =—m1(L91) +—m2(L92)

2 2

2
E,= m,gL(1-cos 6, )+ ngL(l—cosez)Jr%k(%ez —%91j
W =0
Lagrange denklemi 6, i¢in uygulanir ise,
2 . L(L L e L2 L

mlL 61 +m1gL51n61 _kE 562 —591 = 0 9 mlL 61 +k761 —kTez +m1gL61 = 0

.. _ L(L L N 2 2
m2L262 +m2gL81n92 +k5(362 —Eelj = 09m2L292 _kLTel +kLTez +m2gL92 =0

12 2
mle 0 {91}+ kTerlgL —kT {91}_{0}
O m2L2 92 —kﬁ kL—2+m gL 62 0
4 4 2

Ornek: Asagidaki iki serbestlik dereceli sistemin hareket denklemlerini yazimz.

X2
x| 1f(t) Ln o x,
Xi 2T
Xy +X
7

1 (5,+%,. )V 1. (%, -% )
Ek:—m 2 1 +—IG 2 1
2 2 2 L

1 2 1 2 X2+X1
E, =—kxi +=k,x5, OW =15 ——
LD R ( 2

Lagrange denklemi x; i¢in uygulanir ise
Af(1 St o (a5 _f
def\ 2 2 L L 2
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2"1 +2X2 +imL2LX1 —imLZLX2 +k1X1 :£
4 4 12 L2 12 L2 2

E‘FE)XI + E_Ej)(z +k1X1 :£ 9 2Xl +2X2 +k1X1 :£
4 12 4 12 2 3 6 2

Lagrange denklemi x; i¢in uygulanir ise

i lsz—-l-Xl +I&u +k2X2:£
dt|\ 2 2 L L 2

1 1 1
23&] +2X2 _imLz—Xl +—mL2—X2 +k2X2 :£
4 4 12 12 12 2 2

m m m m f m m f
A | B, kX, == D 2%, + 0k, + kX, =—
(4 12]1(4 12)2 SR T T

ol o e ll=ld

RAYLEIGH YONTEMI : EFEKTIF KUTLE

o8B w|B
w|8 o8

Enerji yontemi sistemdeki noktalarin hareketlerinin bilinmesi durumunda gerek topaklanmig
kiitleli, gerekse yayili kiitleli sistemlere uygulanabilir. Birbirleri ile dogrudan iliskili kiitlelere
sahip olan sistemlerde sisteme ait kinetik enerji tek bir koordinat hiz1 kullanilarak yazilabilir
ve sistem tek serbestlik derecelidir. Bu durumda kinetik enerji su sekilde yazilabilir

1 )
Ey =5 MefrX

Burada me¢r efektif kiitle veya belirli bir noktaya topaklanmas kiitle olarak adlandirilir. Eger bu
noktadaki direngenlik biliniyor ise, sisteme ait dogal frekans su sekilde hesaplanabilir.

Yay ve kiris gibi yayili sistemlerde, titresim genliklerinin bilinmesi kinetik enerjinin
hesaplanmasi i¢in gereklidir. Rayleigh, siirekli sistemlerdeki titresim genliklerinin yaklasik
olarak Ongoriilebildigi durumlarda, ihmal edilmis kiitlelerin de dogal frekans hesaplarinda
hesaba katilabilecegini ve daha dogru frekans hesaplamalar1 yapilabilecegini gostermistir.
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Ornek: Asagidaki kiitle-yay sistemindeki yayin kiitlesinin sistemin dogal frekans1 iizerindeki
etkisini gosteriniz.

Yayin m kiitlesindeki temas noktasindaki hizi x, sabit ucunun ise hiz1 0 dir. Sabit uctan y
mesafedeki yay parcasinin hizi ise dogrusal hiz degisimi kabulii ile

olarak ifade edilebilir.

My, kiitlesine sahip yaymn titresim hareketi esnasindaki kinetik enerjisi asagidaki sekilde
hesaplanabilir.

L L

L 2
m m m
By yay :l_"dmvi :lj(lx] - dy:l—yay le 3 1Dy X
- 24 2 \L L 2 13 37 2 3
.. .. . . 1 .o, 1My 5
Kiitle ve yay i¢in toplam kinetik enerji ifadesi E, = me + 53 X

Yayda depolanan potansiyel enerji ise

E, = Li? dir
2

Korunumlu bir sistemde sistemin potansiyel enerji ve kinetik enerji toplaminin zamana gore
degismedigi gz oniinde bulundurulur ise

m
Qe +E)=0 > L Lm Do o Lol g
dt dt| 2 3 2
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m m
[m+ ;ay};i+kxx:0-){m+ ;ay}nkx:o-) Xt x=0

(rad/sn).

Ornek: Sekilde gosterilen kiris-kiitle sisteminde M kiitlesi kirisin orta noktasindaki
topaklanmis kiitleyi, m ise kiris kiitlesini gostermektedir. Bu sistemde kiris orta noktasi i¢in
efektif kiitleyi hesaplayiniz. Kiris orta noktasindan etki eden P yiikii i¢in ¢cokme ifadesi

3

S = PL ile verilmektedir.
48FEI

L2

h‘j\\w

1

Kiris orta noktasindaki bir yilikten dolay1 olusan kiris ¢okmesi asagidaki fonksiyon ile ifade
edilebilir.

o] el

Kirisin kendisine ait maksimum kinetik enerji

2
142 m 3x x) 1 b
Tinax =E E[ 2f Y max 1_4(Ej dX=§0.4857mymaX

Dolayist ile kiris orta noktast i¢in efektif kiitle

8EI
3

myy =M+0.4857m dir. Kiris orta noktasindaki direngenligin k = 4 oldugu dikkate

alindiginda dogal frekans ifadesi
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Oy = | 48El (rad/sn) dir.
L’ (M +0.4857m)

Sadece kiris diistintildiigiinde dogal frekans ifadesi

0, =9.941 % (rad/sn)dir.
m

Ornek: Sekildeki ankastre kiriste kiris u¢ noktasi igin tammlanmus efektif kiitleyi bulunuz ve

kirisin dogal frekansini belirleyiniz. Kiris u¢ noktasina etki eden P yiikii ile bu noktadaki
3

¢Okme degeri & = id1r.
3EI

\\

<
<

2 3
1 X X

Y = ¥ max 5{{?) - (Ij }

Kirisin kendisine ait maksimum kinetik enerji
151 m O (V) 13

T == | =—1) 33— —|— dx =——-my>

max 2 : 2 L Ymax (L] (Lj 2 140 Ymax
M Kkiitlesi ile birlikte kirigin toplam kinetik enerjisi

1 33 .
Ekimax =_{M+ :|YI2I13.X

v

—m
2 140
Dolayist ile kiris u¢ noktasi i¢in efektif kiitle

Mgy =M+ %m olarak hesaplanir. Kiris u¢ noktasi i¢in direngenlik degerinin

k= 3—1? oldugu dikkate alinir ise kirige ait dogal frekans ifadesi
L

0, = 3EL (rad/sn) olarak elde edilir.

n
L3£M+33m]
140

Sadece kiris diistintildiigiinde dogal frekans ifadesi

o, =3.567 l13 (rad/sn)dir.

mL
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Titresim Sistemlerinin Modellenmesi : Matematik Model

Miihendislik sistemleri ile ilgili titresim analizlerini gergeklestirme ig¢in Oncelikle sistem
serbestlik derecelerini yapilacak titresim analizi ile uyumlu olarak temsil edecek bir
matematik modele ihtiya¢ vardir. Matematik model ile ilgili daha dnce verilen 6rneklere ek
ornekler asagida verilmistir. Asagidaki dévme makinesi i¢in farkli serbestlik dereceli
matematik modeller olusturulabilir.

m | <o

Elastik taban

Zemin blogu

AR
Dbl ]
ST A AR
R

R S

Toprak

-

'

Do6vme kalib1 modeli.

Kalip
Elastik taban ‘ X1
Kog direngegg | Elastik taban
¢ sOnimiu

Kalip ve zemin

blogu T Zemin blogu T
X1 X2

Toprak ——| Toprak Toprak ——| Toprak
direngenligi I—J sonimil direngenligi I—J sontimu
7 7
Tek serbestlik dereceli model Iki serbestlik dereceli model

Asagidaki bir motorsiklet-siiriicli sistemine ait matematik model verilmistir.

Kaynaklar: Theory of Vibrations-W.T.Thomson, Elements of Vibration Analysis-L. Meirovitch, Vibrations of Continuous Systems- S.
Rao, Fundamentals of Mechanical Vibrations-S.G. Kelly, Vibration Problems in Engineerin-W.Weaver, S.P. Timoshenko, D.H.
Young, Engineering Vibrations-D.J. Inman, Miihendislik Sistemlerinin Modellenmesi ve Dinamigi-Yiicel Ercan
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Motorsiklet-siiriicii modeli.

Mgiiriicii —

X4

ksele |:j Csele

lc = 0
_________________ it
1Tlmo‘tor—i_ Mgjiriicii mmotor, Imotor .' -
|
X
3 Y B
X3
ksﬁspiarka LJ Csiisp_arka LJ Csiisp_on ksﬁspiarka LJ Csiisp_arka |:j Csiisp_on
ksﬁsp_ﬁn ksﬁsp_én
Mjane | — T Mijgnt | —— Mjant |7 Mjant |/
X1 X2 X1 X2
Kiastik Kiastik Kiastik Kiastik
_ 0
Ug serbestlik dereceli model Bes serbestlik dereceli model
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TIiTRESIM ANALIZi:
Tek Serbestlik Dereceli Sistemler:

Tek Serbestlik Dereceli Soniimsiiz Bir Sistemin Serbest Titresimleri:

Tek serbestlik dereceli sonlimsiiz bir sistemin hareket denklemi asagida verilmistir.

m
I x(t)

mX +kx =0

_

Hareket denkleminin ¢oziimii i¢in x(t) =ae™kabulii yapilir ve a ve s sabitleri belirlenir.

Kabul edilen ¢6zliim ve tiirevleri hareket denkleminde yerine konarak, X(t) = sZae™

[ms2 +k]aeSt =0 dir.

Baslangigta kabul edilen ¢oziimiin gegerli ve ise yarar bir ¢oziim olabilmesi igin ae*’nin
sifirdan farkli olmasi gereklidir. Bu durumda ae™ teriminin ¢arpani, karakteristik denklem,

sifira esit olmalidir ve bu denklemi sifir yapan s degerleri sistemin 6zdegerleri olarak
adlandirilir ve her iki s degeri de karakteristik denklemi saglar.

ms? +k=0 D s, = iwf—k = iq/ki =+im, = Tek serbestlik dereceli sistemin serbest
’ m m

titresimlerinin frekans1 o, = \/E (rad/s) dir.
m

Dogal frekans statik ¢okme degeri kullanilarak da ifade edilebilir.

_mg
0 statik g 1 g
= (rad/s)=> f, =— (Hz)
m 5 statik 2\ 5 statik

Her iki kok de karakteristik denklemi sagladigi icin hareket denkleminin genel ¢oziimii
asagidaki sekilde ifade edilebilir.

mg mg
6statik :Te k:6—9 O, =
statik
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x(t) =a;e'®" veya x(t) =a,e "

Yay-kiitle sistemine ait diferansiyel denklem lineer oldugu i¢in yukaridaki iki ¢ézlimiin
toplami1 da hareket denkleminin ¢oziimiinii verir.

x(t) =a,;e®! +a,e7!

Burada a; ve a; kompleks sabitlerdir.

Trigonometrik fonksiyonlar i¢in Euler iliskileri asagidaki gibi ifade edilir.

. 1 . . 1 . .
sinot = —(e'®™ - ), cosot =—|e' + 7"
21 2
il(})t .
€ = cosmt +1s1n mt

x(t) ¢Oziimii asagidaki gibi ifade edilebilir.
x(t)=a; [cos o,t+1sin (ont]+ a, [cosc)nt —1isin wnt]
x(t) = (al +a, )cos o, t+ i(al —a, )sin o,t
Yukarida verilen x(t) ¢oziimii asagidaki sekillerde de ifade edilebilir.
x(t) = Asin (cont + ¢) veya x(t) = Ajcosm,t+A,sinw,t

Burada A, ¢, A; ve A, gercek sabitlerdir. Yukarida verilen ¢oziimlerdeki katsayilar
arasindaki iliskiler asagida verilmistir.

1 a
A=w/a12+a% ve ¢=tan 1[—1j

aj
Ajp=a;+a;, A, =(31 —az)i

Ap—Ajl A +Asi
a) = 12 2l o, = 12 2

Yukarida verilen iki ¢oziim igerisinde bulunan gercek degerli katsayilar, A, ¢, A; ve A,
baslangic sartlar1 kullanilarak x(t=0)=xo ve x(t=0)=x,.

Eger yay-kiitle sisteminde kiitleye etki eden bir dis kuvvet yok ise sistem duragan halde
kalacaktir. Kiitle t=0’da x, kadar yer degistirilir ise yay kuvveti kx, sistem serbest
birakildiginda hareketi saglayacaktir. Bununla birlikte, t=0’da kiitleye bir baslangi¢ hizi
vo=X verilir ise momentum degisiminden dolay:r sistem hareket edecektir. Baslangig yer
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degistirmesi ve hizi Baslangi¢ Sartlar: (Initial Conditions) olarak adlandirilir ve bu durumda
¢Oziim asagidaki sekilde elde edilecektir.

Xo = x(0) = Asin(w0+¢) = Asinp ve vy = X(0) = ®, A cos(®, 0+ )

Bu iki denklemden A ve ¢ asagidaki gibi elde edilir. 4 X0

[2.2, .2 ¢
M. Xy +X 1 WX .
A= n“0 O,d)='[al’11 1.10 /“\ %4
4

Oy X0 \

) 2 . 2 .

X ) ] ®,X X g4 X
x(t) = X%+ =01 sin o, t+tan 11.1_0 veya Xx(t)= x% +| =% cos o, t—tan 120

0, X 0, 0,X

x(t) = Asin (oant + d)) 0®,=2 rad/sn

1 - T T T
S X¢=0.5 mm, v¢=2 mm/sn.

x¢=0.5 mm, v(=0 mm/sn.

Genlik (mm)

Xo=-0.5 mm, vy=2 mm/sn.
xo=-0.5 mm, Vo=-2 rqm/sn.

0 1 2 3 4 5 6
Zaman (sn)

Tek serbestlik dereceli sistemin farkli baglangig sartlari i¢in yer degistirme cevabi.
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Diger formdaki ¢6ziim kullanilir ise, x(t) = A; cosm,t+ A, sinw,t
t=0da x(0)=x¢ ve t=0"da x(0) = x,,

x(0)=A;cosm,0+ A, sinmw, 0> A=xo

X(t) = —, A sino, t+®,A, coso,t D Xy =—0,A;sin®,0+0,A,cos0, 0> A, =L

(Dn
Xg .

x(t) =xgcosm,t +—sin 0,t

n

x(t)=A;cosot+A,sinot  ®,=2 rad/sn
1.5

x050.5 mim, V(;=2 mm/sn.‘
/‘ x0=0.5 mm, v(=0 mm/sn.

Genlik (mm)
o

x¢=-0.5 mm, vy=2 mm/sn.
xo=-0.5 mm, Vo=-2 mm/sn.

-1.5 ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6
Zaman (sn)
Tek serbestlik dereceli sistemin farkli baglangig sartlari i¢in yer degistirme cevabiu.
Levap x(1)
+ |« >
Bu noktadaki egim x|, T= 2n

2.2 2

Xp+X
L S A=Y"n207"70
X0 (O

Yo
»

9 Zaman (sn)
O
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Tek Serbestlik Dereceli Soniimlii Bir Sistemin Serbest Titresimleri:

Tek serbestlik dereceli sontimlii bir sistemin modeli ve hareket denklemi asagida verilmistir.

m
I x(t)

mx+cx+kx=0

Hareket denkleminin ¢6ziimii i¢in x(t) = ae™kabulii yapilir ve a ve s sabitleri belirlenir.
Kabul edilen ¢oziim ve tiirevleri hareket denkleminde yerine konarak, x(t)=sae®,

x(t) =s’ae™
ms? +cs+kJaeSt =0 dir.

Baslangigta kabul edilen ¢oziimiin gegerli ve ise yarar bir ¢6ziim olabilmesi igin ae*’nin
sifirdan farkli olmasi gereklidir. Bu durumda ae™ teriminin ¢arpani, karakteristik denklem,
sifira esit olmalidir ve bu denklemi sifir yapan s degerleri sistemin 6zdegerleri olarak

adlandirilir ve her iki s degeri de karakteristik denklemi saglar.

ms® +cs+k=0

S1.2 =_LiL C2 —4km

’ 2m  2m
Kokler incelendiginde koklerin gergek veya kompleks olabilecegi goriiliir. Burada belirleyici
olan ¢?—4km dir. M, ¢ ve k’nin pozitif sayilar olmasi gbz Oniinde bulundurulur ise
c? —4km >0 icin kokler birbirinden farkli gercek sayilar olacaktir. Eger c? —4km<0 ise

kokler negatif reel kisimli kompleks bir ¢ift seklindedir. Eger c? —4km =0 ise kokler ayni
ve negatif gercek sayilardir.

Bu ii¢ farkli durum incelendiginde ¢ —4km=0 igin kritik soniim degerini tanimlamak
uygun olacaktir.

Crritik = 2mo, =2+/km dir. Kritik séniim degeri yukarida bahsedilen {i¢ farkli ¢ozlim igin
belirleyici bir degerdir.
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Sistemde mevcut bulunan soniim eleman1 katsayisinin, kritik soniim katsayisina orani séniim
orani olarak adlandirilir.

C _ C _ C _ C
Ckritik 2m0)n 2'\/ km

Bu tanimlamalar ile karakteristik denklemin kokleri yeniden ifade edilir ise,

51 = =60, 0,57 -1

Bu tanimlamaya gore sonliim oraninin sistem 0z degerlerinin reel veya kompleks olacagin
belirledigi acikc¢a goriilmektedir.

Sonlim oranina bagli olarak ti¢ farkli durum s6z konusudur.

1. Kritik Alt1 Soniimlii Cevap (Underdamped Response):

Bu durumda soniim oranmi 1’den diisiiktiir (0<(<1) ve karekok igerisindeki ifade negatif ve
kokler kompleks ¢ift olarak elde edilir.

1= Coy +0,\1-Cisy = o, o, 1-Ci - (V1-Ci={i-2 )=V 1)

Sonlimsiiz durum i¢in izlenen yol takip edilerek soniimlii durum igin cevap asagidaki sekilde
ifade edilebilir.

. _r2? 3 _r2
x(t)=e ant(alel 1-C o,t +a,e i4/1 (;(Dntj

x(t) = e Ot [(al +a, )cos ogt+ i(al —a, )sin (odt]

Burada a; ve a, kompleks katsayilar olup o4 = o, \II—CZ sistemin soniimlii dogal frekansi
olarak adlandirilir.

Ajr=a;ta; ve A;=(a;-ay)i olarak secilerek ¢coziim asagidaki sekilde ifade edilebilir.
x(t) = e oot (Al sinogt+ A, cos codt)

olarak ifade edilebilir. Burada A; ve A, gergek sayilardir. ifadeyi basitlestirmek icin yeni
tanimlamalar yapilir ise

A .
A= \/Alz +A% ve faz agis1 olarak ¢ = tan~! [A—Zj, Ay =Acosd, Ay, =Asind

1
[sinacosb+ cosasinb = sin(a + b)]

x(t) = Ae %' sin (wqt + @) olarak ifade edilir.
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Yine baslangi¢ sartlarina gore ¢ozlim aranir ise t=0"da x(0)=xo ve t=0’da x(0) = X, ise,
x(t) ifadesinde t=0 degeri konularak ve baslangi¢ yer degistirme sart1 kullanilarak

Xo = Ae’ sin(wy 0+ )= Asind

. .. X0 . . .
x(t) cevabinin zamana gore tiirevi alinir ve t=0’da x ilk hiz sart1 ve A = 9_jfadesi yerine

sind

konur ise

X(1) = —Co. Ae " sin (@4t + &)+ 0 Ae ! cos(wm t +
n d d d

X0
sin¢

. X . .
Xy =—Co, inod) sing + oy cosd > x5 =-Co,Xg+®4X,cotd

S

Buradan ¢ faz agis1 ¢oziiliir ise

Xo® . -
tan ¢ = — 04 elde edilir ve d=tan ————
X0 +C0)nX0 X0 +C(an0 ¢

Xog®
1 0*d X oWy

X0®q

\/(Xo + C(ano)z + (Xomd )2

sin¢ =

. 2 2
+ +
Buradan A = X0 = \/(XO C(DDXO) (Xomd) olarak elde edilir.
Xo(Dd (Dd

\/("‘0 + C(ano)z + (Xo(Dd )2

Buradan kritik alt1 sonlimlil tek serbestlik dereceli bir sistem i¢in cevap

. 2 2
X(t) _ \/(XO + C(DHXO) + (XO(Dd) e—Cw“t sin(oodt n tan—l[&}] dir.

4 Xg +Cm,X
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o,=2 rad/sn, x¢=0.5 mm, X, = 0mm/sn

Zaman (sn)

Tek serbestlik dereceli sistem i¢in kritik alt1 sontimlii cevap.

Genlik (mm)

®n=2 rad/sn, xo=0 mm, X, = 2mm/sn

2 4 6 8 10 12
Zaman (sn)

Tek serbestlik dereceli sistem i¢in kritik alt1 soniimlii cevap.
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2. Kritik Ustii Soniimlii Cevap (Overdamped Response) :

Sontim oraninin 1°den biiyiik oldugu durum i¢in reel ve farkl iki kok mevcuttur.

s =—Co, +(on\/(;2 -1 ve s, =—Co, —(on\/CZ -1

Bu durumda cevap asagidaki gibi elde edilir.
x(t) = e_c‘”"t(ale_m“ G-t +a,e” Qz_“)

Burada a; ve a, katsayilar1 baglangi¢ sartlarindan asagidaki gibi elde edilebilir.

- X +(—§+m)mnx0 X +(§+m)mnxo

a = ve a, =

20,07 -1 20,+/C% -1

0.4

0,==2 rad/sn, {=1.1
0.3

X0=0.3 mm, X = 0 mm/sn

0.2

xo=0 mm, X, =1 mm/sn

N

x0=-0.3 mm, X, = 0 mm/sn

Genlik (mm)
o

_0.4 1 | | | 1 | |
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4

Zaman (sn)
Tek serbestlik dereceli sistemin kritik tistii soniimlii cevabi

Kritik tistii sontimlii sistemler denge konumu etrafinda salinim gostermeksizin baslangic
konumlarina donerler.
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3. Kritik Soniimlii Cevap (Critically Damped Response) :

Soniim oraninin 1’e esit olmasi durumu salinimli cevap ile salinimsiz cevap arasinda bir sinir

teskil eder. Bu duurm i¢in kokler katli kok halindedir.

S1 =8, =@,

Bu durumda ¢6ziim formu asagidaki gibidir.

x(t) = (a, +a,t)e” ™"

t=0"daki baslangic sartlar1 yerine konur ise a; ve a, katsayilar1 elde edilebilir.

a; =X, ve a, =X +m,X, . Bu durumda baslangi¢ sartlar1 altindaki serbest cevap

x(t) = [xq + (X + @, x¢ )t]e ™" seklindedir.

Genlik (mm)

0.6
®,==2 rad/sn, (=1
05" 1
0.4/ x0=0.3 mm, X, =1 mm/sn. i
03 S f
x0=0.3 mm, %, = 0 mm/sn.

02"
0.1

0 L

X0=0.3 mm, X, =—1mm/sn.
_0.1 | | | | | | |

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
Zaman (sn)

Tek serbestlik dereceli sistemin kritik soniimli cevabi

= Underdamped
= = = Critically damped

.......... Overdamped
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LOGARITMIK DEKREMAN (LOGARITHMIC DECREMENT) :

Mekanik bir sistemin sahip oldugu soniim oranini belirlemenin uygun yontemlerinden biri,
sistemin serbest titresimlerindeki salinim genliklerinin azalma oranini 6l¢mektir.

Kritik alt1 sonlimlii bir sistem i¢in titresim cevabi asagidaki gibi yazilabilir.

x(t) = Ae ' sin(w,t + ¢)

Burada A ve ¢ baslangi¢ sartlarindan elde edilebilen degerlerdir. Bu formdaki bir titresim
cevabi egrisi asagida verilmistir.

x(t) [mm]

| | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Zaman [sn]

Salinimli titresim cevabi lizerinde ard arda gelen iki tepe noktasinin birbirine oraninin
logaritmasin1 (dogal logaritma) Logatirmik Dekreman (Logarithmic Decrement) olarak
tanimlar ve asagidaki sekilde ifade edersek

—Qw"t .
S=In>L —In - (iT ) .sm((x)dt +¢)
X, g T s1n(0)d(t+Td)+d))

Siniis fonksiyonu i¢in t anindaki deger ile t+T4 nindaki degerler esit olacagi igin ifade
asagidaki sekle doniistir.

e 5t
— - ConTy _
d=In—————=Ine"" =Co,T,

e tOnte 6Ty
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Sontimlii dogal periyot T, = oldugu i¢in

2n
o, 1-¢

d= Go 2m 276 olarak elde edilir. Soniim orani {’nin kiiciik degerleri i¢in bu ifade

Con1-0 (1-¢

0 =2nC ve sisteme ait sonliim oranm ¢ = 21 olarak yaklasik sekilde elde edilebilir.
T

Tam ifade kullanildiginda ise sisteme ait soniim orani, deneysel olarak elde edilmis logaritmik
dekreman degeri kullanilarak,

5’ )
S*=c?)=4rn’®> &> =8> +4n’ )’ D> (= ——— D> =~
( C) n°C ( +R)C o a2 o S an

olarak elde edilebilir.

-
-
-
-
-
t"’
-
e
-
e

-
s
-
-
-
-
-
s
-
-
-~
-
-
<

Coritik
Sekil. Logaritmik dekreman i¢in yaklasik ve tam ifadenin sonlim orani ile degisimi.

Logaritmik dekreman ifadesi aralarinda n adet tam salinim bulunan tepe noktalar1 kullanilarak
da elde edilebilir.

Birbirini takip eden tepe noktalar1 oranlarinin ayni oldugundan hareketle

n

— === buradan 1. saliniim genligi ile n+1. genlik (n. salinim sonundaki)

n+l

arasindaki oran
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ﬁ:(ﬁJ(X_ZJ[ i j:(eﬁ)n S lniﬁjzln(ens)-) ln(ﬁlan
Xn X2 XS Xn+1 Xn Xn

) :lln(ij olarak elde edilebilir. Burada n tam salinim sayisi, x; baslangic salinimi
n | x

genligi, X,+ ise n. salinim sonundaki genliktir. Dikkate alinan baslangi¢ salinimi genligi x, ile
gosterilir ise denklem

n+l

0= lln[x—oj olarak da ifade edilebilir.
n (x

n

Ornek: Bir titresim sisteminde titresim genliginin %50 azalmasi i¢in gerekli salinim sayisini
sistemin sOniim oranina gore ifade ediniz.

2
G 1y 0.6931-¢

1-¢*> n 2ng

Bu denkleme ait grafik asagida verilmistir. Bu grafik, titresim genliginin %50 azalmasi i¢in
gerekli tam salinim sayisinin séniim orani ile degisimini gostermektedir.

5:

20

15+ 7

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
ksi
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TEK SERBESTLIK DERECELI SISTEMLERIN ZORLANMIS TiTRESIMLERI:

Miihendislik sistemlerine etki eden kuvvetler genellikle harmonik formdadir. Sekilde
harmonik bir kuvvet goriilmektedir.

15

f(t) = F,sin ot

Genlik (N)

Burada F, zorlama genligi, o ise
zorlama frekansidir.

A5 \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Zaman (sn)

Bununla birlikte miihendislik sistemleri iizerinde siklikla etkili olan diger bir zorlama tipi de
periyodik zorlamalardir. Fourier serileri ve dontisiimleri kullanilarak, periyodik fonksiyonlari
bir dizi harmonik fonksiyonun toplami seklinde ifade etmek miimkiindiir. Zorlamanin bir dizi
harmonik fonksiyonun toplami oldugu bilgisi kullanilarak, dogrusal (lineer) sistemlerin
periyodik zorlamalara verdigi cevabin, sistemin periyodik zorlamayi olusturan her bir
harmonik zorlamaya verdigi cevaplarin toplami1 oldugu sdylenebilir.

10F ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 7
0 P\l\/\/\/\/\/\’\/\l\/\’\\, Periyodik zorlama
-10F

Il Il n
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 .
10 ‘ ‘ : ‘ : TN f(t)=a, +Z(ai sin ot +b; cos mt)
0 /\/\/\/\/\/\/ i=1
-10 C Il Il Il Il Il |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 . .
1or ‘ ‘ : ‘ ‘ - Periyodik zorlamay1
1aVaVaVaVaVaVaVaVaVaVaVaV¥ > olusturan harmonik
10t ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 4 bilesenler
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
10F T =
[UaVAVAVAVAVAVAVAVAVAV VAV VAV AVAVAV VAV VAV
‘10 C L Il Il Il Il | /
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Zaman (sn)

Sekil. Periyodik zorlama ve harmonik bilesenleri.

Fourier serileri ve tek serbestlik dereceli sistemlerin periyodik zorlamalara cevabina bolim
sonunda deginilecektir.

Kaynaklar: Theory of Vibrations-W.T.Thomson, Elements of Vibration Analysis-L. Meirovitch, Vibrations of Continuous Systems-
S. Rao, Fundamentals of Mechanical Vibrations-S.G. Kelly, Vibration Problems in Engineerin-W.Weaver, S.P. Timoshenko,
D.H. Young, Engineering Vibrations-D.J. Inman, Miihendislik Sistemlerinin Modellenmesi ve Dinamigi-Yiicel Ercan, Dynamics
and Vibration-M.A.Wahab.
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Soniimsiiz Zorlanmis Titresimler (Harmonik Zorlama):

lizerine ® zorlama frekansinda harmonik
bir kuvvet etki etmektedir. Newton’un 2.
yasast kullanilarak hareket denklemi | m |

asagidaki gibi ifade edilebilir. TX B

Yandaki tek serbestlik dereceli sistem )
‘ f(t)=Fosinwt

—kx + Fy sinot = mX Kk
buradan

mX +kx = F,sinot

X+ (orzlx =Osinwt
m

Yukaridaki 2. mertebeden diferansiyel denklem igin genel ¢6ziim homojen ve 6zel ¢oziimlerin
toplami seklinde ifade edilebilir.

X(t) = x5 (1) + x;5(t)
Homojen ¢6ziim ilk sartlar etkisi ile elde edilen ¢oziimdiir ve baslangi¢ sartlarina bagli olarak

X, (t) = A, coso,t + A, sinw,t olarak ifade edilmisti. Ozel ¢6ziimii elde etmek i¢in zorlama
tipinde bir ¢6ziim kabul edilebilir.

Xs(t)=Xsinwt oldugu kabul edilerek, kabul edilen ¢6ziimiin tiirevleri diferansiyel
denklemde yerine konulur ise

x(t) = wXcosmt, X(t)= —0*Xsin ot

— 0 Xsinot + (oﬁX sinot = —Lsinot [— o + colz1 ] X == denklemin her iki tarafi
m m

1 . .
— ile carpilir ise

F,
(1 —r? )X =——= X= burada r = © dir ve frekans orani olarak adlandirilir.
m il -r )

n

Baslangig sartlar1 sifirdan farkli bir sistem harmonik zorlama altindaki genel ¢6ziim;
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sin t “dir.

x(t) =Ajcosm,t+A,sinw,t+

Genel ¢oziimdeki A; ve A; katsayilar1 baslangi¢ sartlarindan elde edilebilir.

A
k sin w0 = A;=Xg

Xg =A;cosm,0+A,sinw, 0+

1-12
Xg =—0,A;sinw, 0+ w,A,cos0+ w—kzcos 00> A, = Xo _ rFO—/IZ
1-r1 0, 1—1
) FV
x(t) = xycosm,t + Xo _ rFO—/lz sinm,t+ —kzsin ot
Oy I-r -1
0.5 T T T T T
AVAVAVAVANEL
-0.5 ‘ ‘ ‘ w w
(] 0.5 1 15 2 25 3
0.3 T T T T T
m=20 kg
0 | xs(t)  k=2000 N/m
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ®=15 rad/sn
03, 0.5 1 15 2 2.5 3 x0=0.05 m
1 T T T T T V():OZ m/SIl
0 /\/\//\/\//\ X(t)
o 05 1 15 2 25 3
Zaman (sn)

Sekil. Tek serbestlik dereceli sistem i¢in genel ¢ozim.

Baslangi¢ sartlar1 sifir ise ¢oziim x3(t) formunda harmonik bir cevap olacaktir. Frekans
oranina bagli olarak yer degistirme genlikleri ¢izilir ise

1

Xo
FV 1—12
k
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'y
o

>
ok »

Frekans oranina bagli olarak asagidaki durumlar gegerlidir.

0<&<1

Oy

500

F(t) [N]
o

-500

x(t) [m]

N b

1 1.5
Zaman (sn)

0 0.5
® .
— =1 cevap sonsuza gider.
n

© > 1 durumunda yer degistirme zorlama ile zit yondedir. (anti-phase)
(Dn
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durumunda yer degistirme zorlama ile ayn1 yondedir. (in-phase)

0 0.5 1 15 2 25 3

25 3

®=5 rad/sn
®,=10 rad/sn

In-Phase cevap
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500

f(t) [N]
o
|
|
|

_500 1 1 1
) ) Anti-Phase cevap

0.3
0.2
0.1

x(t) [m]
o

0.1
0.2
0.3 ‘ ‘ ‘

Zaman (sn)

Ornek:
Sekilde verilen kiris lizerinde bulunan bir elektrik motorundan dolay1 kirise etki eden kuvvet
f(t) =300sin40t (N) seklindedir.

F Celik malzeme E=200 GPa

0
mg }é@t Motor kiitlesi m=250 kg.
=
§ 120 mm

3 3m

400 mm

Bu kuvvet etkisi altinda motorun bulundugu noktadaki yer degistirme genliklerini
hesaplaymiz. Motor kirigin ortasindadir. Kiris kiitlesi ihmal edilebilir degerdedir.

Kiris orta noktasindaki direngenlik

_192EI 0.4*0.02°

k= ot Kiris alan atalet momenti [ = — 1 =2.666x10"" (m4)

~192%200x10° *2.666x10~

k 7

=379259(N/m).

Motor kiris sisteminin dogal frekansi (kiris kiitlesi ihmal ediliyor)

0, = \/E = 379259 =38.95 (rad/sn)
m 250
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Zorlama frekanst 40 rad/sn’dir. Bu durumda zorlama ile yer degistirme anti-phase
durumundadir.

Yer degistirme genligi

e
X = k3007379259 _ ) 1446 (m) = —14.46 (mm)

—1 " 5 1_( 40 jz
®, 38.95

Soniimlii Zorlanms Titresimler (Harmonik Zorlama):

Sekilde verilen tek serbestlik dereceli harmonik ‘ f(t)=Fosinwt

zorlama etkisindeki soniimlii bir sistem igin

hareket denklemi asagidaki gibi yazilabilir. | m | T
x(t)

mX + cx + kx = F; sin ot

Soniim orani i¢in € = ifadesi kullanilarak k =l ¢

n

hareket denklemi su sekilde de yazilabilir.

X+ 200, % + 02x =—Lsin ot
m

Diferansiyel denklemin ¢6ziimii homojen ¢6zliim ile 6zel ¢oziimiin toplami seklinde ifade
edilebilir. Homojen ¢oziim baslangi¢ sartlarina baghdir, 6zel ¢6ziim ise dis zorlam ile olusur.
Baslangi¢ sartlarina bagli ¢6zlim, soniimlii durum i¢in zaman ilerledik¢e kaybolacaktir ve
sistem cevabr sadece zorlama ile elde edilen ¢Oziim olacaktir. Bu nedenle 6zel ¢6ziime
(zorlamaya bagl ¢oziim) diizgiin rejim cevabi da denir. Ozel ¢dziimiin formu zorlam
formunda kabule dilerek.

Xs(t) =x(t) = Xsin((ot — (p) kabul edilerek, ¢oziimiin tiirevleri diferansiyel denklemde yerine
konur ise.

x(t) =X cos(cot - (p), X(t) = —0*X sin(cot — (p)
~0°X sin(ot — ¢)+ 2o, (0X cos(ot — ¢)) + o2X sin(ot — @)= &sin(mt)
m

Trigonometrik agilimlardan yararlanilarak

sin(cot — (p) = sin wt cos @ — sin (¢ cos t
cos(oot — (p) =cosmtcos + sinotsin @
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— ’Xsinotcos o+ o’Xsin @cosot+ 2o, 0X cos ot cos ¢+ 2o, 0w X sin otsin @ + corle sin ot cos @
. K, .
- (oIZIX sin pcos mt = —Lsin ot

m

[—(oz cos@+ 2w, msin @+ (orzl coscp] Xsinot = —sin ot

m

lco2 sin @ + 2L, mcos @ — coIZl sin (pJX cosmt =0

Losi P — o’ cosp[X =-L, 2¢w, — oy, Jsi =
[2§m ®sin @ + (oo ) ] fn [ ®Cos P+ (0)2 o2 )sm (p]X 0
{2Q®—isin@+{l—z—ﬁjcosm}X=%

IZCmnco cos( + (0)2 - (oﬁ )sin (pJX =0=> l2§conco cos(p — (coﬁ —w? )sin (pJX =0

[\

2
%[Kmnmcoscp— ((,031 - oaz)sinq)]X = Oi2 > ZCCOECOS(p = [1 —%Jsin(p

n n n n

tangp = 261
I-r
2Cr
sin @
J (2¢r)? (1 r
2Cr
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6
=0
5r i
=0.1
4+ |
< ~02
$° 3 C_ . J
Artan séniim
2r i
1 -
0 | | | | 1 -
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4
r
180°
0.05 - —
.
.15 - /
0.375 =

0 [

b
L)

Rezonans durumu incelenir ise;

Rezonans durumunda genlik en biiyilk degere sahiptir. En biiylik genligin elde edildigi
frekans degerine REZONANS FREKANSI adi verilir. Bu frekans degerinde cevap genligi
egrisinin tiirevi sifira esittir.

e +l1-r*] -0.5 8C%r —4r + 41°
\/ r)’ ( r)z \/(2§r)2+(1—r2)2 B

(2§r)2 + (1 - r2)z

F/
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24262 -1=0>r= il J1-2C% 9 Rezonans Frekansi op = 0,4/1-2C% £ =0.707 ve

('On
daha sonrast i¢in rezonans tepesi gozlenmez.

Rezonansdaki genlik degerini hesaplamak i¢in bulunan r degeri genlik oran1 ifadesinde yerine
konulur ise

FL =;2 elde edilir. Kiiciik soniim oranlart ig¢in Rezonans Genligi
0 _
I E:
XL olarak elde edilir.
FV 2
k /r

Tek serbestlik dereceli bir sistemin frekansa bagli cevap genliklerini hesaplamak igin
asagidaki program notepad programinda yazilarak txt formatinda kaydedilir. ANSYS’de
caligtinilir. Farkli model parametreleri icin (kiitle, direngenlik, séniim) cevap genlikleri
incelebilir.

dofl harm.txt

Iprep7
et,1,mass21
et,2,combin14
r,1,0,40
r,2,200000,200

n,1,0,0,0 ‘ f(t)=Fosinwt
n,2,0,1,0

type,1 | m |
real,1 x(t)

e2
I/l c

type,2
real,2 k
el,2
eplot

/solu
antype,3

d,all,ux,0
d,all,uz,0
d,1,uy,0

f,2,fy,-100
harfrg,0,60
nsubst,60
kbc,1

solve
/post26

nsol,2,2,uy
plvar,2
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Kiitle Dengesizliginden Kaynaklanan Kuvvetler ile Olusan Titresimler:

Kiitle dengesizligi hemen hemen tiim donel makinalarda karsilagilan temel bir problemdir.
Sekilde kiitle dengesizligi ile uyarilan tek serbestlik dereceli bir sistem goriilmektedir.

FON)

F(t) = m e’ sin ot

mX + cX + kx = m e’ sinot = F, sin ot

x(t) = Xsin(cot - (p), x(t) =X cos(oot — (p), X(t)=—-o’X sin(o;)t - (p)

. c. k m e’
XK+—X+—x=—4—o
m m m

sin ot

2
.. . m,c®w .
X +20m X + w'x = —4—sin ot
m
2
— @’ Xsin(ot - ¢)+ 2L, 0X cos(ot — ¢)+ o X sin(ot — ¢) = Tt
m

Trigonometrik esitliklerden kullanilarak

sin ot

— X sin ot cos @+ o’ X sin pcos ot +2Em, oX cos wt cos ¢+ 2Em, oX sin ot sin @ + o X sin ot cos @

. me , .
—w.Xsin@cosot = — @’ sin ot
m

sinwt ve coswt terimlerinin katsayilar1 olugturularak

2
. . men’ .
[— ®’ cos @+ 2Lm ®sin @ + ®: cos (p] Xsin ot = —4"—sin wt
m

lcoz sin @ + 2L, mcos @ — 03121 sin (pJX cosmt =0

2

n n

2
[2§o)na)sin(p + (c)i - )cos (p]X =0 5 {ZQEsin 0+ [1 - (D—ZJ cos (p}X = e
m ®

2
[2anmcoscp—(colzl —ooz)sin(p]Xzo > 2gﬂcosw=(1—m—2jsin(p = tanp = 12 d
® ®

2

n n

sin@ ve cos¢ icin degerler yerine konur ise

54/154

2
®

2

m o,




Mekanik Titresimler Ders Notlari

2er 1-12

\/(2Cr)2 + (1 — rz)z

sinQ =

(2C;r)2 (l—r)2 ¥ = M€ o

\/ZQr —r)2 \/2Qr —r m

J(zc;r) ( of
m/ 2Cr l-r1 )z \/(ZCr)2 +(1—r2)2

Rezonans durumundaki r oranin1 bulmak i¢in genlik ifadesinin r’ye gore tiirevi alinip sonug
sifira esitlenir ise,

{ae
m,e/m _ r lr(SZ;r 4r+4r)

dr \/2Cf )Z 2\/2C1‘ _ 2

Islemler yapilir ise REZONANS durumu i¢in r orani

(r)., :(EJ _ =>» Buradan o, :L, Bu frekans genlik ifadesinde yerine
o), N1-20 1-2¢

konulur ise REZONANS genligi i¢in

X 1 . .t .. X 1.
= —F——— dir. Kiigiik sOniim oranlar1 i¢in =— dir.
mde/m rez 2’C V 1- Cz mde/m rez 2C
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Zemine Iletilen Kuvvet:

Harmonik kuvvet etkisi altindaki bir mekanik sistem, hareket sirasinda yay ve amortisorde
olusan reaksiyon kuvvetlerini baglanti noktalarindan zemine iletir. Zorlama kuvveti genligi ve
zemine iletilen kuvvet arasindaki iligki asagidaki sekilde elde edilebilir.

‘ f(t)=Fosinwt ‘ f(t)=Fosinmt

%‘“ 7.,
§

Fi=F+F.

I‘
|

o

Harmonik zorlama etksindeki diizenli rejim titresimleri dikkate alinarak harmonik yer
degistirme ve buna ait hiz ifadesi ile;

x(t) = Xsin(wt — ), x(t) = 0Xcos(ot —¢)
F, = szin((ot - (p) +coX cos(mt - (p)

Asagidaki trigonometrik iliski kullanilarak

z(t) = Asinot + Beosmt =+ A” + B sin(wt +B), p = tan‘(%)

A=3
B=4
®»=18.85

z(t) = Asinot + Bcos ot

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1
Zaman (sn)

z(t)=VA’ +B’ sin[mt +tan™ (gD

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Zaman (sn)
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Dolayisi ile zemine iletilen kuvvet asagidaki sekilde ifade edilebilir.
F,(t) =F; sin(a)t + ¢')

Zemine iletilen kuvvet genligi tizerinde duruldugu icin Frr genligi

k*X?

by =(XF + (eXa - J(kxf 1|

2.2
(OO

Erp =kX 1+ ——+ (k=mw})

( f

F., kx:/ 1cx/1+ 2w,) -37
= kXy1+ (20 ) )

. J(zz;r; ]

Fre ___1+(2Cr)

=T (Kuvvet iletim Orani, Transmissibility)

FooJeay +1-rf

Artan S6num

©
(3}
T
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Kuvvet iletim oram grafigi ile ilgili 6zellikler:

> 2 -0 ise ya ®=0 ya da w,=c0 dur. ®=0 olmasi uygulanan kuvvetin sabit genlikli

Oy

oldugunu gosterir. Hiz sifir oldugunda séniimleyici kuvveti sifir olur ve kuvvet yay

. T k : e

lizerinden zemine iletilir. ®, =,/— = durumu ya yay direngenliginin sonsuz ya da
m

kiitle degerinin 0 olmasi halidir. Bu durumda baglant1 rijit oldugundan kuvvet direkt
olarak iletilir. uygulanan kuvvet direkt olarak yapiya iletilir.

> — =12 &zel bir frekans orant olup bu durumda séniim orani ne olursa olsun iletim

(Dn
orani 1 olmaktadir.

> 2 <2 ise T>1"dir. Bu frekans bolgesinde ( artar ise T kuvvet iletim orani azalir.

Oy

Bu bolgede o’nin degeri kiigiik oldugu i¢in harmonik hareket sirasinda ortaya ¢ikan
hizlar diisiiktiir. Bu nedenle soniimleyicinin ilettigi kuvvet yayn ilettigi kuvvete gore
daha distktiir.

> 2 52 ise T<I olur. Bu frekans bolgesinde iletim oraninin azaltilmasi i¢in {’nin
(OIl
miimkiin oldugunca azaltilmasi gereklidir. Bu bolgede o biiylik oldugundan hizlar da

biiyiiktiir. Dolayist ile iletim agirlikli olarak soniimleyici lizerinden olur.

> 2 = T sifira yaklagir. Bu durum ya o=, ya da ®,=0 ile saglanabilir. Gegek

Oy

miihendislik sistemleri i¢in zorlama frekansi belli degerlere kadar biiyiiltiilebilir.
0, = \/E ‘nin sifira yaklagmasi i¢in ya k degeri sifira yaklagmali ya da kiitle degeri
m

sonsuza gitmelidir. K degerinin sifira yaklagmasi kiitle ile zemin arasindaki bagin
zayiflamasi seklinde yorumlanabilir, m degerinin sonsuza gitmesi durumunda da
kiitlenin eylemsizligi sonsuza gittiginden kuvvet zemine iletilemeyecektir.

Kaynaklar: Theory of Vibrations-W.T.Thomson, Elements of Vibration Analysis-L. Meirovitch, Vibrations of Continuous Systems-
S. Rao, Fundamentals of Mechanical Vibrations-S.G. Kelly, Vibration Problems in Engineerin-W.Weaver, S.P. Timoshenko,
D.H. Young, Engineering Vibrations-D.J. Inman, Miihendislik Sistemlerinin Modellenmesi ve Dinamigi-Yicel Ercan, Dynamics

and Vibration-M.A.Wahab.
58/154



Mekanik Titresimler Ders Notlari

Kiitle Dengesizliginden Kaynaklanan Kuvvetlerin Zemine fletimi:

Harmonik bir kuvvet zorlamasi durumu i¢in zemine iletilen kuvvet ifadesi
Fyp = kXy/1+(2¢r) formiilii ile ifade edilmisti.

Kiitle dengesizliginden kaynaklanan kuvvetler ile zorlanan tek serbestlik dereceli bir sistem
icin kiitleye ait yer degistirme genligi X

m,c
er

X = m idi.

Ve +(-r)

Bu yer degistirme genligi yukarida verilen zemine iletilen kuvvet ifadesinde yerine konur ise

m,e 3
k?drzvh—(ZC_\r) _oimer 1400 o Ry 21+ (26

\/(2Cr)2 +(1—r2)2 \/(2§r)2 +(1—I'2)2 m e o] \/(ZCr)2 +(1—I'2)2

TR

Kiitle dengesizliginden kaynaklanan kuvvetlerin zemine iletilmesi, frekans orani ve soniim
oranina bagli olarak asagidaki sekilde degismektedir.

6

Artan sOnim Artan sonim

o 05 1 15 2 25 3 35 4
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Sekilden goriildiigii gibi, r<+/2 durumunda zemine iletilen kuvvet séniim orani arttikca

azalmakta, r >+/2 icin kiitle dengesiligi kaynakli kuvvetlerin zemine iletilme oran1 séniim
orani arttik¢a ytliksek oranda artmaktadir.

Harmonik Zemin Zorlamasi:

Miihendislik sistemleri farkli formlardaki zemin zorlamalarina maruzdurlar. Bir ara¢ i¢in
yoldan gelen uyarilar, deprem kaynakli zemin uyarilari zemin zorlamalarina verilen tipik
orneklerdir. Bu boliimde harmonik formdaki bir zemin zorlamasi ile tek serbestlik dereceli bir
sistemin yer degistirme cevabi arasindaki iliski incelenmistir.

x(1)
| )

1
E, zak(X—Y)z

y(t) = Y sin ot SW =—c(x—¥)3(x ~y)

mx +c(X - y)+k(x —y)=0> mk +cx+kx =ky +cy

mX +cx + kx = kY sinot + co’Y cos ot

mX + ¢cX + kx = Y\/k2 + (cco)2 sin((ot — tan_l(— %D = Y\/k2 + (cco)2 sin(cot +tan ! %)j

Hareket denklemi girdi formu incelendiginde, zemin zorlamali tek serbestlik dereceli bir

sistemin, kiitle iizerine etki eden Y\/k2 +(C(o)2 genligine sahip harmonik formdaki bir

zorlamaya maruz sistem ile ayni hareket denklemine sahip oldugu goriilebilir. Diger taraftan
hareket denkleminin ilk formu diisiintildiigiinde soniim orani1 ve sistemin soniimsiiz dogal
frekansi cinsinden denklem

. ¢. k k ) C
X+—X+—xXx=—Ysinot+—oY cosmt
m m m m

X+2Cw, + mﬁx = (orzlY sinot + 2o, oY cos ot

seklinde yazilabilir. Bu denklem tek serbestlik dereceli bir sistemin iki farkli harmonik
zorlamanin toplamma maruz kalmasi durumunu yansitmaktadir. Incelenen sistemin lineer bir
sistem oldugu dikkate alinarak, iki farkli harmonik zorlama toplamina verilen cevabin iki
farkli zorlamaya verilecek cevaplarin toplam1 oldugu bilgisi kullanilarak,

X5 (t) = x5 (1) +x3 (1)
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2
x5 () = ©On Y sin(wt — @), xZ(t) = 2CCZH(DY cos(wt — )
Yoz -02F + g0 Ylo3 -7 0,0
@ =tan™' 25(0“ S =ta _lirz X

0, — O l-r A
o e )
oy +(20) sin(ot—0)=Y 1+(26r) sin(o
\/ (l—r )2 (2¢r)y

0=tan"! 2Qr3
1+ (ac2 —1)2

X _ 1)
Y \/(1 —r2)2 + (26;r)2

Hareket iletim orani ile Kuvvet iletim orani ifadelerinin aym1 oldugu goriilebilir. Hareket
iletim oraninin frekans orani ve soniim oranina bagl degisimi aynen Kuvvet iletim orani i¢in
bahsedilen sekildedir.

(Hareket iletim orani)

Artan Sonim

N
o

Artan Sonim

©
()]
T
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Harmonik formdaki zemin yer degistirmesi dolayisi ile ile m kiitlesine etki eden kuvvet
frekans orani ve soniim oranina bagl olarak asagidaki sekilde degismektedir.

Artan sOnim

4 L _
Artan sOnim

\
A a

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4

Bu degisim kiitle dengesiligi kaynakli kuvvetlerin zemine iletilmesi ile ayni formdadir.
Sekilden goriildiigi gibi, r > V2 i¢in harmonik yer degistirme dolayisi ile kiitleye uygulanan
kuvvet sonlim orani arttikca yliksek oranda artmaktadir. Egrinin sifirdan baglamasi diisiik
frekans degerleri icin yer degistirme ve hiz genlikleri arasinda fark olmamasindan
kaynaklanmaktadir [Fr =k(x—y)+c(x—-V)]

Ornek: Sekilde goriilen bir arag modeli siniis formuna sahip bir yolda ilerlemektedir. Siniis
formundaki yol i¢in genlik degeri (0-max) 4 cm ve yol profili i¢in dalga boyu 6 m olarak
verilmektedir. Arag titresim genligini hesaplayiniz.

)
| — |—Txt

m=1100 kg

| k=500 kN/m
—lc (=0.4
Varac—100 km/h
Y=0.04 m

A=6 m

y(t) =Y sin ot
T
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v v
v =%=27.77m/sn,7x= > = ara°=L677=4.629Hz

arag

®=212.629 =29.09 rad/sn
®. _\/7 ‘/500000—2132rad/sn p= @ 2909 a0,
1100 ®, 2132
1+(2¢r)

X _ X004 J1+4%0.47 1 364>
Yo Ji-r) + ey Ja-13642) +4%0.4% %1 3647

=0.0425 m

TEK SERBESTLIK DERECELI SISTEMLERIN PERiYODIK ZORLAMALAR
CEVABI

Mekanik sistemler tizerine etki eden dis zorlamalar siklikla zaman igerisinde diizgiin tekrarl
(periyodik) formdadir. Periyodik bir fonksiyon

-
—>

f(t)

Daha once de kisaca bahsedildigi gibi periyodik bir fonksiyon f(t) Fourier seri agilimi
kullanilarak saf harmonik sinyallerin toplamlar1 seklinde ifade edilebilir. Periyodik bir f(t)

fonksiyonun tekrarlama periyodu T ve temel frekans degeri o = % olmak tizere

0

f(t)= —0 Z cosnwt+b sinont seklinde ifade edilebilir.

n=l

Burada f{(t) fonksiyonunu olusturan katsayilar
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2T
a, =¥£f(t)dt
2T
a, :¥J‘f(t)cos(n(ot)dt, n=1,2,3...
0

T
b, :zjf(t)sin(nmt)dt,n=l,2,3...
T 0
seklinde tanimlanir.
Daha onceki boliimlerde, tek serbestlik dereceli soniimli bir sistemin harmonik kuvvet

zorlamasina verdigi cevap konusuna deginilmis idi.

1

f(t) = Fsin ot seklindeki bir zorlama i¢in cevap x(t) = L - sin(c)t — (p)
k- + ury
seklinde elde edilmisti. Burada ¢ = tan—1 IZCTZ 1di.
—r

Burada H = biiytitme faktorii tanimlamasi yapilir ise

1
\/(1 —r’ )2 + (ZQr)2
x(t) = EH sin ((ot - (p) , veya girdi f(t) = Fcoswt formunda ise x(t) = EH cos ((ot — (p)

yazilabilir. Sistemin, periyodik zorlama kuvvetinin seri agilimindaki her bir harmonik
zorlamaya cevabi yukaridaki sekilde hesaplanir ise, lineer sistemler icin periyodik girdiye
toplam cevabin da bu cevaplarin toplami olacagini sdylemek miimkiindiir. Lineer sistemlerde
sliperpozisyon prensibi gecerlidir.

Periyodik bir zorlamaya maruz tek serbestlik dereceli bir lineer sistemin diizgiin rejim cevabi
asagidaki sekilde yazilabilir.

X (t)= %a?o + %iHn [a, cos(nwt — @, )+ b, sin(not—o, )] dir.
n=l1
Burada
Temel frekans
4 2
H, = 1 , T, =@, ¢, = tanl(i“zj dir.
(e CTSN 1-x;

N

Dogal frekans
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Ornek:

Sekilde verilen periyodik zorlamain Fourier agilimini elde edelim.

A f(t) [N]
| | | | | »
| | | | | »
10 0<t<?2
T=2 sn mzﬁ =T rad/sn. f(t)=
4 2 -10 2<t<4

27 2| ¢ h L[ NN
a, =$J-f(t) :Z[J-IOd‘HJ.—lOdt} :5[10t|0 —10t|2]:5[20—0—40+20]:0
0 0 2

T/2 T 2 4
a, _2 J. 10cosn = tdt — I 10cosn = tdt _1 J.IOcosnEtdt—J.lOcosnztdt
T| % 2 2 209 2 S 2

T/2

LY

. T
smn—t

sinn—t
2|, n=m

n

nm

112*%10 . =w
,| 2[nm nm

4
} = l[ﬂ (sin nr — sin 0) — &(sin 271n —sin nn)} =0
a,=0 (Tek fonkiyonlarda a,=0’dir)

T/2 T T 2 4
b, =£ IlOsinnEtdt— I 10sinn = tdt =l IlOsinnEtdt—IIOSinnEtdt
T| % 2 2 2% 2 > 2

T/2

1{ 2%10 =«
b =—|- cosn—t
nm 2

2 * 4
1] 2 2
+2 1Ocosnﬁt :—[——O(cosnn—cos0)+—0(cosn2n—cosnn)}
o nm 21, 2[ nm nm

b, = 10 (1 —C0s nn)+ (cos n2m - cos mc)] = E[1 —2cosnm+ cos 2nn] = B[Z * (1 —Cos nn)] = §(1 —C0s mr)
nn nm nmn nmw

b = ﬁ(l — oS nn) (Tek fonkiyonlarda b,#0’d1r)

n
nm

Bu durumda zorlama fonksiyonu
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f(t)= 20 zl 1—cos nn sin nEt seklindedir.

T n—ln/

n=2 ve katlar1 i¢in f(t)=0 dir. Dolayist ile f(t) tek ne degerleri i¢in hesaplanir.

20 \ \ \ \ \ T T
0/\/\/ n=1
20 ! ! ! ! ! ! .

0 1 2 3 4 5 6 7 8
20 T T T T T T T
O/V\/\/-v\/\/ n:1,3
20 ! ! ! ! ! ! !

0 1 2 3 4 5 6 7 8
20 \ \ \ \ \ T T
O/W\N\/\’\’_\M/ n=1,3,5
20 ! ! ! ! ! ! !

0 1 2 3 4 5 6 7 8
20 T T T T T T T
Ow 1’1:1,3’5,7
20 ! ! ! ! ! ! !

0 1 2 3 4 5 6 7 8
20 T T T T T T T
20 ! ! ! ! ! ! !

0 1 2 3 4 5 6 7 8
20 T T T T T T T

of m n=1,3,5,7,9
20 ! ! ! ! ! ! I 11,13,15,17,19

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Sekil. f(t) fonksiyonu Fourier agilimi.
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Ornek: A E(t) [N]
JE®
e
x(t) m=20kg : !
= ! | T=4 sn
Kk l c=100 Ns/m ! :
C k=10000 N/m : : t [sn] oT=2n =» ©=0.5n (rad/sn)
\ 5 E >
2 4 6 8
25t 0<t<2
F(H)= <t<
Fourier Serisi: (100-25t)  2<t<4
F(t) = %0 + (a, cos(nwt) +b, sin(n wt))
n=lI
:—IF dt_—[jzstduj 100 — 25t)dt]—50
Frekansa Bagli Fourier Katsayisi Degeri (an)
2 0 | | ) |
=—J.F cos nO 5nt =%{J.25tcos nO St dt+_[ 100 25t) cos(nO Snt)dt}—lOO (%] i i ? i !
0 n-m FINN . -
) 5[2 N l
b, :TIFt sin(nO.Snt :Z I25tsm n0.5mt dt+I 100 — 25‘[) sm(nO STEt)dt =0 _107741773771#773771% ©1=0.57, a;=-20.2642 WL”
0 _ | | o157 a=-22516 |
® 1 ] @s=2.5m, as=0.8106 | '
50,100 <~ 1 s L 035w am04136 |
F(t)—? 5 2o cos(nm)~1]cos(n0.5t) ] @=4.5m, a9=-0.2502 |
T p=11 | | | | | I
R A R
P S S S S S N S S S
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
67/154 w (rad/sn)



a0

ay*cos(2*w*t)

as*cos(4*w*t)

ag*cos(6*w*t)

ag*cos(8*w*t)

ajo*cos(10*w*t)

50
F(t)=—+
(t) 5
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100 < 1

TCZ ~ n2

8 10
1 L
8 10
L L
8 10
L L
8 10
1 1
8 10
1 1
8 10

14 16 18 20

[cos (n n)— 1] COS (n 0.5 t)
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50 T T T T T T T T T
oF ,
-50 I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
5 T T T T T T T T T
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA:
-5 I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1 T T T T
0
.1 L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0.5 T T T T
OW\J
0.5 I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
05 T T T T T T T T T
o AVAMMAVAMAAAAAAAWAMAMANA

a;*cos(1*w*t)

az*cos(3*w*t)

as*cos(5*w*t)

az*cos(7*w*t)

ags*cos(9*w*t)

F(t)
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H;=1.0048, ¢;=0.0158 rad
H3=1.0452, ¢3=0.0493 rad

1 -1 2 @ri

H, = = = p=tan | ——— Hs=1.1362, ¢5=0.0894 rad
\/(l—rl ) +(2¢r) I-g H7=1.3053, ¢;=0.1440 rad
Hy=1.6215, ¢9=0.2313 rad

Xo(t) x1(t) x3(t) Xs(t) x7(t) Xo(t)

A A N A A

s ' . .
a, 202642 H, 2.2516 H,4 0.8106 H 0.4136 H, 0.2502 H,

cos(O.STtt —¢)-

cos(l.Snt—(p3)—

cos(2.5mt — s )—

cos(3.57:t—q)7)—

_5 L L L L L L L L L _05 L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0.1 T 0.1 T T T T
x_(t) © x_(t) ©
s() (1)
_01 L L L L L _01 L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0.05 T . .
5, -
X4 (t) 0| X(t)
9
_005 L L L L L L L L L O L L L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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ODEV:

Sekilde verilen tek serbestlik dereceli sistemin verilen periyodik girdilere cevabini1 bulunuz.

f(t)

L » |
lx(t)

—lc m=30 kg

k=5000 N/m
¢=40 Ns/m
@ ]
200
T 2n 3n 47 t(sn)
(b)
A f(t) [N]
D00 f=nnmmmmmre g om e pno s nnn oo g
2 4 6 8

Hesaplamalarda  n=20’ye kadar dikkate aliniz. Fourier katsayilarinin frekansa gore
degisimini, zorlama fonksyonunu ve cevabi grafikler halinde gosteriniz. Odevinizde tiim
hesaplamalar1 veriniz. Odevinizi Office Word 2003 formatinda hazirlayip, pdf dosya ve ¢ikt1
olarak teslim ediniz.
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Zorlama Fonksiyonunun Ornekleri Mevcut Ise:

Bazi durumlarda zorlama fonksiyonunun kapali formu yerine Orneklenmis hali mevcut
olabilir. Bu durumda Fourier doniisiimii asagidaki sekilde hesaplanabilir.

Af(® ] !
3 :
f, ® ¢ ° | °® ® o
[® @ o @ ;@ o ©
. : ! .I . .
v : ® ® o
At : -
tt b ot tn t (sn)
T=N*At -
2 & 2 & 27nt, 2 & . 27nt.
a =—Zfi ,a, =— ) X, COS i , b, =—insm ot n=1,2.3...
NS NiT T NS T
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MEKANIK TITRESIMLER

Darbe (Impulse) ve Basamak (Step) Cevaplari: Bu boliimde tek serbestlik bir dereceli
sistem icin darbe ve basamak girdilere karsi cevaplar lizerinde durulmustur.

f(t)

| | (
x(t) At t (sn)
—lc

m -+ = m

Sistem momentumu  [mpuls Girdi ~ Sistem momentumu

(Impuls’dan 6nce) (Impuls’dan sonra)
A F(t)

F

At 0 t<t-— %
F(t) = L T——<t< +ﬂ
At 2
. > S At
&/i\At t(sn) 0 t_‘C+7
2 —

m kiitlesine etki eden impuls seklindeki kuvvet, kisa siireli ve biiyiik genlikli bir kuvvet olarak

nitelendirilir. Impuls siddetini tanmimlamak icin F(t) kuvveti integre edilir.

At
TH—

2
I(At) = jF(t) dt

At
-

F(t) kuvveti sadece At araliginda sifirdan farkli bir degere sahip oldugu icin yukaridaki
integral siirlar1 asagidaki gibi genisletilebilir.

I(At) = TF(t)dt (Ns)

—00

Kaynaklar: Theory of Vibrations-W.T.Thomson, Elements of Vibration Analysis-L. Meirovitch, Vibrations of Continuous Systems-
S. Rao, Fundamentals of Mechanical Vibrations-S.G. Kelly, Vibration Problems in Engineerin-W.Weaver, S.P. Timoshenko,
D.H. Young, Engineering Vibrations-D.J. Inman, Miihendislik Sistemlerinin Modellenmesi ve Dinamigi-Yiicel Ercan, Dynamics
and Vibration-M.A.Wahab.
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Yukarida tanimlanan F(t) fonksiyonu i¢in egri altinda kalan hesaplanir ise

I(At) = jF(t)dt:AitAtzfr, F(t—-1)=0 t=r, jF(t—r)dtzﬁ

Eger F=1 ise bu durum birim impuls girdi tanimin1 olusturmaktadir ve o(t)ile gosterilir,
ayrica Dirac Delta fonksiyonu olarak da ifade edilir.

Bir sisteme etki eden impuls nitelikli bir kuvvet, sisteme bir ilk hiz kazandirirlar. Bu ilk hiz

x(0) = L dir.
m m

Duragan haldeki tek serbestlik dereceli kritik alt1 soniimlii bir sistem i¢in baslangi¢ hizina
bagli titresim cevabi

A

F _ .
x(t) = ——e =™ sinwyt
mamy

A

F=1 icin kuvvet birim impuls olarak adlandirilir ve bu durumda sistem serbest titresim
cevabi

| : : e : . . , .
x(t)=——-e ot gin oyt dir. Bu ¢oziime tek serbestlik dereceli sistemin t=0’da etki den
may

birim impuls girdiye cevabi adi verilir ve h(t) ile gosterilir. F siddetindeki bir impuls girdi i¢in
cevap x(t) = ﬁh(t) olarak yazilir. Eger birim impuls girdi t=t da (t # 0 ) etki ediyor ise cevap
h(t—1) = ;e_gw"(t_r) sinowg(t—t) dur.

may
Bu cevap genel formlu bir zorlama i¢in de kullanilacaktir.

Ornek:
1 kg agirligindaki bir kus 72 km/h hiz ile ucarken sekilde gosterilen kameraya carpmaktadir.

(Kus zarar gormiiyor). Kameranin maksimum yer degistirme genligini hesaplayiniz.
E=71x10° N/m”.

% T Kamera,

me=3 kg mXx (t) + kx(t) = F§(t)
L=0.55m
I
Kesit: 20x20 mm? K= 3EI
'E
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Carpigma sirasindaki impuls siddeti F= my v, = IX% =20 kgm/s

~ 3x71x10x0.02*
0.55°

{ 5
Dogal frekans degeri o, = X = w =261.3rad/s
mC

Sontim orani (=0 i¢in

k =2.048x10° N/m

m, vy .
x(t) =ﬂsmmnt =
CO)H

sin261.3t = 0.0255sin261.3t

3x261.3

Tek serbestlik dereceli sistemin impulse cevabi kullanilarak, sistemin genel formlu bir
zorlamaya cevabi hesaplanabilir. n araliga bolinmiis bir zorlama asagidaki sekilde
gosterilmistir. Her bir t; anindaki cevap, At zaman siiren ve kuvvet genligi F(t)) olan bir
impuls zorlamaya cevap olarak elde edilebilir. (Impuls genligi [F(ti)At])

A F(t)

F(t3)[ ==

th t t3 1y ti t

t; aninda etki eden impuls’a cevap asagidaki gibi hesaplanabilir.
AX(ti) = F(tl)h(t — ti )At

j zaman aralig1 sonundaki toplam cevap
j
x(t;) = Y F(t;)h(t—t;)At
i=1

Sistem lineer oldugu i¢in siiperpozisyon prensibi gecerlidir. Yukaridaki denklem bunun bir
ifadesidir. At sifira giderken At=>» 0 (n=2» )

t
x(t) = jF(r) h(t—1)dr
0
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Bu integral convolution integrali olarak adlandirilir (Ayrica Duhamel integrali olarak da
bilinir). Convolution integrali biri integral degiskeni ile kaydirilmis iki fonksiyonun
carpiminin integralidir. Convolution integrali asagidaki sekildeki gibi de ifade edilebilir.

t
x(t) = [F(t—t)h(r)dr
0

Duhamel integrali genel formlu bir girdiye cevabin hesaplanmasi i¢in kullanilmaktadir.
Ornek:

Tek serbestlik dereceli bir sistemin sekilde verilen girdiye cevabini bulunuz. Baslangi¢ sartlar
stfirdir ve sistem kritik alt1 sontiimliidiir.

AF(t)

0, tp>t>0
F(t)=

FO _______________ FO) tZt()

-+ Vv

to

. ) 0, top>t>0
mX+cx+kx=F(t) =
F,, t>t,

1
mo,

ty to
x(t) = e = U(O)egw"T sino,(t—rt)dt +.[F0 e"" sinw, (t—1)dt
0

0

F, o :
x(t) = —2—e J.e(;‘”"T sin o, (t—t)dt
ma, ;

Integral alimir ve diizenlenir ise

F
x(t) =2 1—;e_cw"(t_t°)cos[md(t—to)—G] t>t,, 0=tan—1 5
k 1_@2 1—@2
Eger ty=0 ise
1

e " cos|m,t — 0]

F
x(t)=—"(1-
(t) L

J1-¢
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Sonlim yok ise cevap ({=0)

F
x(t) = ?0(1 —cos (ont) , burada Fo/k diizenli rejim genligidir.

0.018

0.016 -
0.014

0.012

N A~

m=20 kg, k=10000 N/m, c=120 Ns/m, Fy=100 N, t,=0 sn.

Eom \/\/v'
x

0.008 -

0.006 -

FO
0.004 | .

0.002 -

0.0lm

0 | | |

| |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Zaman (sn)

1.4

ANSYS ile Coziim: Yukarida verilen problemi ANSYS APDL ile yazilan asagidaki

programin ¢alistirilmasi ile ¢ozebiliriz.

/prep7 eplot
et,1,mass21
et,2,combinl4 /solu
antype,modal
m=20 modopt,lanb, 1
c=120
k=10000 d,all,ux,0
d,all,uz,0
r,1,0,m d,1,uy,0
r,2,k,c
solve
n,1,0,0,0
n,2,0,1,0 *get,f1,mode,1,freq
t1=1/f1
type,1 wn=2%3.1416*f1
real,1 ksi=c/(2*sqrt(k*m))
e,2 tson=t1/ksi
type,2 dt=t1/20
real,2 finish
e,1,2
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1.8 2

/solu
antype,trans
outres,all,all
kbc,0
deltim,dt

f,2,£y,100
time,deltim/10
solve

f,2,fy,100
time,tson
solve

finish
/post26

nsol,2,2,uy
plvar,2
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ANSYS

SN

(21l0**-2)
2

\
VALU \ \ Nl I
\

.25 .75 1.25 1.75 Z.25
TIME
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Ornek:

Fo=30 N, k=1000 N/m, {=0.1 ve ®,=3.16 rad/sn degerlerine sahip tek serbestlik dereceli bir
sistemin sekilde verilen girdiye cevabini bulunuz. Baslangi¢ sartlar1 sifirdir ve sistem kritik
alt1 soniimlidiir. Girdi asagidaki gibi iki girdinin toplami olarak da ifade edilebilir.

AF(t) AE() AE(t)

Fo +

R - t t (sn)
t1 t (sn) t (sn)

Sekilde goriildiigii tek serbestlik dereceli sisteme etki t; siireli ve Fo genlikli zorlama sekildeki
gibi Fy genlikli siirekli bir zorlama ile t; zamaninda baslayan —F, genlikli diger bir siirekli
zorlamanin toplami ile ifade edilebilir.f(t)=fi(t)+fx(t). Lineer sistemlerde siiperpoziyon
prensibi gecerli oldugu i¢in sistemin cevabi bu iki zorlamaya olan cevaplarin toplami seklinde
olacaktir. x(t)=x;(t)+xx(t). Dolayisi ile

1-¢? -’
—
~ ~N — YT

X, (t) = % oL gocon cos[a,t — 6]} + _lfo {1 T L conleon) cos[o, (t—t,)—6]

Tiim t degerleri igin t>t; degerleri igin

—Co,t
F,e

kyl1->

X, (t) = (ec“’"t‘ cos[m, (t—t,) — 0] cos(w,t — 6)), t>t,
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0.06

0.04

0.02

x(t) (m)

-0.02

-0.04

Zaman (sn)

Zorlama Fonksiyonu Rampa Seklinde ise:

4 F(t)
Tek serbestlik dereceli bir sistem igin
rampa seklinde bir zorlama s6z konusu
ise zamana bagl yer degistirme cevabi
asagidaki formdadir. SF Egim OF

t (sn)

2 p2.2
x(t) = S_F{t _E_,_ e 5t [écos o,t _[codz—gmn] sin oadtﬂ
k o, 0, ®, 04

Eger soniim sifir ise ({=0)

x(t) = kB—F [o,t—sin®, t] sonucu elde edilir.
®

n
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Ornek: 4 F(t) [N]

Yukaridaki Ornekte verilen sistemin
yanda gosterilen zorlamaya cevabini

hesaplayiniz. 100 b--mo--, Egim, 6F=50

2 t (sn)
k=1000 N/m, {=0.1 ve ®,=3.16.

0.35

0.3 _

0.25 i

0.21 b

x(t)

0.15f b

0.05 i

o 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Zaman (sn)

SOK SPEKTRUMU (SHOCK SPECTRUM-RESPONSE SPECTRUM)

Miihendislik sistemleri calisma sartlarinda kisa siireli darbe nitelikli zorlamalara maruz
kalabilirler. Bir zorlamanin etkime siiresi sistemin 1. dogal periyodundan kiiciik ise bu tip
zorlamalara sok girdi ad1 verilir. Darbe etkisi ile olusan en biiyiik yer degistirme cevabinin
sistemin dogal frekansina gore degisimi sok spektrumu olarak adlandirilir.

Ornek: Sekildeki tek serbestlik dereceli soniimsiiz sistemin, sekilde gosterilen yarim siniis
seklindeki zorlama durumu i¢in sok spektrumunu elde ediniz. Sistem baslangicta duragandir.
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lf(t) A f(©)
[ ] ol
TX(t)

k

to
7

oT =21 = 02t, =21 > 0="1

tO
Fysinot 0<t<t,

m5i+kx=f(t)={ . o
0

Sistemin genel ¢oziimi x(t)=xpn(t)+xs(t) seklindedir.

. F . Ik
x(t):Acosoant+Bs1n0)nt+(—°2jsm@t, ©, =.,|—
k —mo m
Baslangig sartlarindan
F,o

X(O) = X(O) =0=> A:O, B= —m

Bu durumda genel ¢6ziim su sekilde yazilabilir.
F, /k
x(t)z%(sinmt—gsinwnt] 0<t<t,
()] (’On
- 2
(On

Sistemin dogal periyodu ve darbe siiresi kullanilarak cevap su sekilde de yazilabilir.

x(t) = ! > (sinﬂt— L sinz—ntJ 0<t<t,
Oy 1 T, t, 0 T,
_[2%} _
S oo _4 T,
0, 22
T

81/154

v



Mekanik Titresimler Ders Notlari

Yukaridaki ¢6ziim 0 <t <t, zaman aralif1 i¢in gegerlidir. t>t; da kuvvet ortadan kalktig1 i¢in
serbest ¢ozliim gecerlidir.

x(t)=A'cosm, t+B'sinom,t t>t,

Serbest ¢oziimiin basladig1 andaki (pulsun bittigi anda) x ve x degerleri kullanilarak

T, 6 . 2nt .
x(t=t,)=a|——2sin—>|=A'coso,t+B'sino,t
2t, N
. B 2nt )
x(t=t))=a t——t—cos 0}=—O)nA's1n03nt+mnB'coscont
L0 0 n

st

T 2
1— n
(2‘:0}

Yukaridaki iki denklem kullanilarak kuvvetten sonraki serbest titresim durumunu i¢in A’ ve
B’ katsayilar1 asagidaki gibi elde edilir.

Burada o =

Tt

on .
A'= sinw, t,,B'=— [1+coswnt0]
o,t, ot

n n

Bu katsayilar serbest titresim denkleminde yerine konur ise

O _ T/t sin2n 20— * | _gin| 211 ,  t>t,
85t T ? Tn Tn Tn
B
(2toj

Kuvvet etki ederken ve kuvvet kalktig1 andaki x(t) ifadesinin en biiyiik degerleri agsagidaki
gibi grafik haline getirilir ise
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. SN S S
1.5 f-nmm- A - NG S
N SN SRS Nt SR
T A AN SR W S

=
)}
—
—
(9]
\S]
N
()}
W
7\
—
(=]
N—

Sekilden de goriildiigii gibi tek serbestlik dereceli sistemin en biiyiik yer degistirme genligi

t
T—O ~ 0.75 oraninda (?] ~1.75 olarak elde edilmektedir.

n st

Darbe siiresinin yapimin dogal periyoduna orani degistirilerek yer degistirme genlikleri
kontrol edilebilir.
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TEK SERBESTLIK DERECELI SISTEM BASAMAK FORMLU GiRDi CEVABI

Ornek 1:

MATLAB iLE:

| m |
Tx(t) Fy
—lc

F
x(t) =2 1-——
1-¢2

Matlab ile Coziim:

Mekanik Titresimler Ders Notlari

LF ()

to

e—(;mn(t—to)cos[@d (t—to)-6]| t>ty, 6=tan—1

clc;clear

F0=100;

t0=2;

m=20;

k=10000;
ksi=0.1;
c=ksi*2*sqrt(k*m);
k1=sqrt(1-ksi"2);
teta=atan(ksi/k1);
wn=sqrt(k/m);
wd=wn*kl1;
dt=0.001;

tson=6;
t=0:dt:tson;

plot(t,xt)
xlabel('Zaman (sn)")
ylabel("Yer degistirme (m)')

t<t0 i¢in FALSE yani xt=0 olmasin1 saglar
t>=t0 i¢in TRUE yani xt nin formiil
sonucundaki degeri almasini saglar

\

xt=((FO/K)*(1-1/k1*exp(-ksi*wn*(t-t0)). *cos(wd*(t-t0)-teta))). *(t>=t0);
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0.018
0.016 | 7
0.014 “ 7
E 0.012] -
[}
E o001/ ~
k7
§’ 0.008 7
g 0.006 7
0.004 - 7
0.002 1 ]
to
0 J | | |
0 1 2 3 4 5
Zaman (sn)
ANSYS ile Coziim:
/title," 1-DOA step girdi cevab1" d,1,uy,0
/prep7
et,1,mass21 /solu
et,2,combinl4 antype,trans
m=20 outres,all,all
k=10000 kbc,0
ksi=0.1 deltim,dt
c=ksi*2*sqrt(k*m)
F0=100 t0=2
r,1,0,m
r,2,k,c !Kuvvet uygulaniyor
n,1,0,0,0 f,2,fy,0 N
n,2,0,1,0 time,t0
type,1 solve
real,1 f,2,fy,FO
e,2 time,t0+dt
type,2 solve
real,2 f,2,fy,F0
e,1,2 time,tson
eplot solve 7
dt=0.01 !zaman artim !Coziim tamamlandi
tson=6 ! Analiz icin son siire finish
/post26
d,all,ux,0 nsol,2,2,uy
d,all,uz,0 plvar,2
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(zl0**-2)

VALU fAian

Ornek 2:

AF(t)
lf(t)

t t (sn)

X0 = 1= e eosfot 6] |+ 1oL e, (t-1,) 0]
k 1-¢2 k 1
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MATLAB iLE:

clc;clear

F0=100;

t1=2;

m=20;

k=10000;

ksi=0.1;

c=ksi*2*sqrt(k*m);

k1=sqrt(1-ksi*2);

teta=atan(ksi/k1);

wn=sqrt(k/m);

wd=wn*kl;

dt=0.001;

tson=6;

t=0:dt:tson;
xt1=F0/k*(1-1/k1*exp(-ksi*wn*t).*cos(wd*t-teta))
xt2=(-FO/k*(1-1/k1*exp(-ksi*wn*(t-t1)).*cos(wd*(t-t1)-teta))).*(t>=t1);
xt=xt1+xt2

plot(t,xt)

xlabel('Zaman (sn)')

ylabel("Yer degistirme (m)')

0.02
0.015 q

0.01

0.005 |

Yer degistirme (m)

-0.005 d

_0.01 | | | | |
0 1 2 3 4 5

Zaman (sn)
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ANSYS iLE:

/title," 1-DOf step girdi cevab1"
/prep7

et,1,mass21
et,2,combinl4

m=2(0

k=10000

ksi=0.1
c=ksi*2*sqrt(k*m)
F0=100

r,1,0,m

r,2,k,c

n,1,0,0,0

n,2,0,1,0

type,1

real,1

e,2

type,2

real,2

e1,2

eplot

dt=0.01 !zaman artim
tson=6 ! Analiz icin son siire

Mekanik Titresimler Ders Notlari

antype,trans
outres,all,all
kbc,0
deltim,dt

t1=2

!Kuvvet uygulaniyor
f,2,fy,F0

time,dt

solve

f,2,fy,FO

time,t1

solve

f,2,fy,0

time,t1+dt

solve

f,2,fy,0

time,tson

solve

!Coziim tamamlandi

d,all,ux,0 finish
d,all,uz,0 /post26
d,1,uy,0 nsol,2,2,uy
/solu plvar,2
(xl0**-2)
1.75
1.5
1.25
1 AVI\VAUA
.75 J
VALU
.25
0 n Avﬁv
U v
-.25
ShE]
-.75
0 1.6 3.2 4.8 5.4
.8 .4 4 5.6
TIME
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Ornek:
AF(®1)
lf(t)
L ™ |
Tx(t) Foormmmmmmmees
—lc
t t t (sn)

ANSYS iLE:
/title," 1-DOf step girdi cevabi" outres,all,all
/prep7 kbe,0
et,1,mass21 deltim,dt
et,2,combinl4
m=20 t1=1
k=10000 t2=3
ksi=0.1
c=ksi*2*sqrt(k*m) !Kuvvet uygulaniyor
F0=100 f,2,fy,0
r,1,0,m time,t1
r,2,k,c solve
n,1,0,0,0 f,2,fy,FO
n,2,0,1,0 time,t1+dt
type,1 solve
real,1 f,2,fy,F0
e,2 time,t2
type,2 solve
real,2 f,2,fy,0
e,1,2 time,t2+dt
eplot solve

f,2,fy,0
dt=0.01 !zaman artim time,tson
tson=6 ! Analiz icin son siire solve

1Coziim tamamlandi
d,all,ux,0
d,all,uz,0 finish
d,1,uy,0 /post26

nsol,2,2,uy
/solu plvar,2
antype,trans
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(x10**-2)

1.75

.75

VALU

.25

Ornek:
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g
‘>

-_——

A F(t)

t
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/title," 1-DOf step girdi cevab1" /solu

/prep7 antype,trans

et,1,mass21 outres,all,all

et,2,combinl4 kbe,0

m=20 deltim,dt

k=10000

ksi=0.1 t1=1

c=ksi*2*sqrt(k*m) 2=3

F0=100

r,1,0,m !Kuvvet uygulaniyor

r,2,k,c f,2,fy,0

n,1,0,0,0 time,t1

n,2,0,1,0 solve

type,1 f,2,fy,FO

real,1 time,t2

e,2 solve

type,2 f,2,fy,0

real,2 time,t2+dt

e,1,2 solve

eplot f,2,fy,0
time,tson

dt=0.01 !zaman artim solve

tson=6 ! Analiz icin son siire !Coziim tamamlandi

d,all,ux,0 finish

d,all,uz,0 /post26

d,1,uy,0 nsol,2,2,uy
plvar,2

(x2l0**-2)
1.2

1

. 8

VALU /| “
0 / nf\n -
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BiRIM IMPULS GiRDi CEVABI

x(t) = 1 etorgin g4t
moy

clc;clear
FO=1; 1
t1=2; M
m=20; 0.8
k=10000;
ksi=0.1; 06
c=ksi*2*sqrt(k*m); T 04 H
k1=sqrt(1-ksi"2); E
teta=atan(ksi/k1); £ 02
wn=sqrt(k/m); 5 ol
wd=wn*k1; §
dt=0.001; 2 0.2
tson=0;
t=0:dt:tson; 0.4
xt=(1/m*wd)*exp(-ksi*wn*t).*sin(wd*t); 06
plot(t,xt)
xlabel('Zaman (sn)') '0-80
ylabel('Yer degistirme (m)')

ANSYS iLE

/title," 1-DOT step girdi
/prep7

et,1,mass21
et,2,combinl4
m=20

k=10000

ksi=0.1
c=ksi*2*sqrt(k*m)
F0=1

r,1,0,m

r,2,k,c

n,1,0,0,0

n,2,0,1,0

type,1

real,1

e,2

type,2

real,2

e,1,2

eplot

dt=0.01 !zaman artim
tson=6 ! Analiz icin son
siire

d,all,ux,0
d,all,uz,0
d,1,uy,0

/solu
antype,trans
outres,all,all
kbc,0
deltim,dt

!Kuvvet uygulaniyor
f,2,fy,0
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time,dt/100
solve
f,2,fy,F0/dt
time,dt/10
solve
f,2,fy,0
time,dt
solve
f,2,fy,0
time,tson
solve
!Coziim tamamlandi

finish
/post26
nsol,2,2,uy
plvar,2
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(x10**-3)
1.2

VALU

AR e
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MEKANIK TITRESIMLER
TITRESIM OLCUMU:

Titresim Ol¢iimii olduk¢a kapsamli bir konudur ve mekanik, elektrik ve elektronik bilgisi
iceriklidir. Titresim Ol¢limlerinde titresim genligi (yer degistirme-displacement, hiz-velocity
ve ivme-acceleration) ile titresim frekansi bilgilerine ulagsmak temel amactir. Asagida titresim
Olciim sistemleri ile ilgili genel bir siniflandirma yapilmistir (Farazdak Haideri, Dynamics of
Machinery, 2007)

Classification of Vibration
Measurement Instruments

Contact Type :

These instruments are compact in
rL[ size so that they do not influence
the response  of the system as
they zre in direct contact with the
vibrating medium. Eg.
Accelerometer.

Non Contact Type :
Suitable if contact type is not
possible due to the vibrating
medium being very fragile.

Real Time Based ; r_ Active System :
gm These instruments are ﬁﬂuse instruments require a

Indicating Type :

0.72 °| Theseare the instruments which
can display the data being
measured. However, the data
cannot be recorded for later use.

Recording Type :

23] These instruments have the
‘@“ ability to display and to also
oo] record the data for future

analysis or comparison.

microprocessors based and can source of electrical power to carry
calculate the response and exhibit out measurement. Eg. FFT.

the data in real time.
Passive System :

x Instruments which are not real These instruments are handy and
% time based and can only display do not require any outside power
fea) the parameter being measured source to function. Eg. Frequency

and cannot calculate any other measuring equipment such as
parameter instantaneously. Frahm's Tachometer.

Classification of Vibration Measurement Instruments
(Dynamics of Machinery, Farazdak Haideri, 2007)

Titresim frekansi Olciimii:

En temel frekans 6l¢iim sistemi boyu ayarlanabilir ankastre bir kiristir. Ankastre bir kiris i¢in
birinci dogal frekans ifadesi

o, =3.53 /i3 seklindedir. (Siirekli sistem yaklasimi ile elde edilmis ifade)
kiris

Kaynaklar: Theory of Vibrations-W.T.Thomson, Elements of Vibration Analysis-L. Meirovitch, Vibrations of Continuous Systems-
S. Rao, Fundamentals of Mechanical Vibrations-S.G. Kelly, Vibration Problems in Engineerin-W.Weaver, S.P. Timoshenko,
D.H. Young, Engineering Vibrations-D.]J. Inman, Miihendislik Sistemlerinin Modellenmesi ve Dinamigi-Yicel Ercan, Dynamics
and Vibration-M.A.Wahab, Farazdak Haideri, Dynamics of Machinery.
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Boyu ayarlanabilir ankastre kiris titresim frekansi oOlglilecek sistem iizerine monte edilir.
Ankastre kirisin rezonans’a geldigi kiris boyu deneme ile tespit edilir ve bu boy igin
yukaridaki formiil kullanilarak hesaplanan frekans titresen sistemin titresim frekansidir.

-
N

Titresim frekansini 6lgmek i¢in kullanilmis olan diger bir sistem de yukaridaki sistem ile ayni
prensibe dayanmaktadir. Bu sistemde farkli boylardaki bir dizi ankastre kiris mevcuttur. Bu
sistemin monte edildigi titresen cismin titresim frekansi hangi kirisin dogal frekansina esit
veya yakin ise bu kirigin titresim genlikleri digerlerine nazaran yiiksek seviyelere ulasacaktir.
Bu durum gozlenerek titresim frekansi belirlenebilir. Bu tip frekans olgiim sistemlerine
FRAHM Takometresi ad1 verilir.

L ri
g D
B
! \
. .

FULLARTON
TAKOMETRESI

))

i

FRAHM
TAKOMETRESI

(a) Fullarton Tachometer (b) Frahm Tachometer

(NSV, Kameswara Rao, Mechanical Vibrations of Elastic Systems)
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TITRESIM OLCUM ARACLARI
SISMIK ARACLAR (SEISMIC INSTRUMENTS)
Sismometre (Seismometer):

Titresen sistemlerdeki titresim hareketinin zamana bagl degisimi sismik cihazlar kullanilarak
Olciilebilir ve kayit edilebilir. Bir sismik algilayicinin (sensoriin) sematik resmi asagida
verilmistir.

Sismik kiitle

!

\ X(t) Koruyucu
(Housing)
| — |i e

Titresen cisim, makine veya zemin

T y(t)

Sismik cihazin baglandigi cisim hareket ettik¢e sismik kiitle de hareket eder.

Titresen cismin titresim hareketinin tek frekansli harmonik bir formda oldugunu diisiiniir isek,
y(t)=Ysinowt, y(t)=oYcosot, y(t)= —0’Y sin ot

Sismik cihaz (enstriiman) sismik kiitle ile zemin hareketi arasindaki farki lger. Bu farki
z=x—y seklinde ifade ederisek z=x—-y ve Z=X-Y¥ dir.

Sismik kiitleye ait hareket denklemi asagidaki gibi elde edilebilir
mx+c(x-y)+k(x-y)=0
X =Z+ ¥ yerine konur ise

mi+cz+kz=-my=mo’Ysinot

. ¢. k .
Z+—72+—z= co2Ys1ncot
m m

Z+2Cm, Z+coﬁ z=0"Ysinot
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Bagil harekete gore yazilan yukaridaki hareket denklemi zorlama genliginin zorlama
frekansinin karesi ile orantili oldugu harmonik zorlama durumuna karsilik gelmektedir ve
cevap asagidaki gibi yazilabilir.

z(t) = Zsin((x)t — (p)

Burada Z bagil titresim genligi ve faz acis1 asagidaki gibi ifade edilir.

Z< r2 Y, 0= tan ! er
- (1-r2F + (e I-r
A
H= (Biiytitme faktorii)

Ji-2) + ey

A=r*H, r= @ (w-zorlama frekansi, w,-Sismik kiitlenin dogal frekans1)

Frekans oranina bagl olarak A’nin degisimini tekrar hatirla isek

5

4 L _|
Artan

3+ Sonum a

Sismometre Bolgesi
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Gortldugi gibi r>3 frekans oranlart i¢in soniim oranindan bagimsiz olarak bagil yer
degistirme genligi ile zemin (titresen cisim) yer degistirme genligi orani yaklasik 1 olmaktadir
(belli bir hata pay1 ile). Bu durumda zemin yer degistirmesi ile sismik kiitle yer degistirmesi
arasinda sadece bir faz farki vardir ve bu faz farki genel olarak tek frekansl titresimler igin
onemli degildir. Titresim Ol¢glim cihazlar1 bagil hareket ile orantili sinyal ¢ikist
saglamaktadirlar. Dolayist ile biiyiik frekans oranlar1 igin (r>3) bagil yer degistirme genligi
aslinda zeminin (titresen cisim) titresim genligi olmaktadir. Biiyiikk frekans oranlar1 r
gerektiren sismik cihazlara SISMOMETRE (SEISMOMETER) veya TITRESIMMETRE
(VIBROMETER) ad1 verilir.

- Output of seis h from input signal
(ground vibration) sensed by the seismometer
f Up

Seismometer

=

EENENTaS =
Z0is HE

@ —_— _-w-.*: -

I To amplmer

Base
o T o
/

Arriving seismic signal
(seismic waves causing
ground vibration)

Normal ¢alisma frekanslar1 i¢in biiyiik frekans orani, sismik kiitlenin diisiik dogal frekanslara
sahip olmasi ile elde edilebilir. Bu durum sismik kiitlenin biiyiik, yayin ise kiigiik direngenlige
sahip olmas1 ile saglanabilir. Biliyiik kiitle gereksinimi dolayisi ile sismometreler biiyiik
hacimli cihazlardir ve dolayisi ile makine titresimlerinin dl¢iimleri i¢in uygun olmayip, zemin
titresimlerinin belirlenmesi i¢in (deprem gibi) uygundurlar.

Sismograf gorintiis.
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Sismometre dlglimlerindeki hata su sekilde ifade edilebilir.

E — (Ygercek - Y('i](;iilen J X 100
Ygercek
E=(Y_ijmo
Y

E =|1- A|x100

Ivmemetre (Accelerometer):

Titresen cismin ivmesinin 6l¢timii s6z konusu ise su yontem izlenebilir.

2
7= (gj HY idi. Buradan

n

o’ Y oOl¢iilecek titresi min genligi
H= 5 X

Z= H

2
o, )

Biiyiitme faktorii H’in frekans oranma bagli davranisi tekrar hatirlanir ise kiigiik frekans
oranlar1 i¢in (r<<1) H degerinin yaklasik 1 oldugu goriilebilir.

Artan sOnim

Dolayist ile kiigiik frekans oranlari igin ©.Z = ®’Y = |y| gecerlidir. Dolayist ile cihaz titresim
ivmesi ile iliskili bir ¢ikt: iiretir ve bu tip cihazlara IVMEMETRE (ACCELEROMETER) adi
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verilir. lvmemetrelerde kiigiik frekans oranlarini saglamak icin dogal frekansin biiyiik olmasi
gereklidir. Bu da kiiclik sismik kiitleler ve biiylik yay direngenlikleri ile elde edilir.
Ivmemetrelerde kullamlan sismik kiitlelerin kiiciik olmasi dolayisi ile titresimi olgiilecek
cisimlere monte edilmeleri kolay ve uygundur, dolayisi ile ivmemetreler titresim Sl¢limlerinde
tercih edilen 6l¢iim elemanlaridir. fvmemetredeki 6l¢iim hatast H’in frekans ve soniim
oranina bagli olarak degisimi incelenerek belirlenebilir.

1.05

G 1.03
)¢

e 1.0]

f_ 1.00

E\LE‘ ﬂ-gg

2097

—

0.95
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09

Sekilden goriildiigii gibi (=0.7 degeri icin biiyiik bir frekans araliginda H=1 kabulii en az hata
ile saglanmaktadir. Benzer durum Sismometre i¢in de gecgerlidir (r>3) . Bu nedenle
sismometre ve ivmemetre tasarimlar1 soniim orani 0.7 olacak sekilde gerceklestirilir.

Ornek: Dogal frekansi 0.5 Hz olan séniimsiiz bir sismometre i¢in %2 hatadan daha diisiik
6l¢ciim yapilabilecek frekans alt sinir1 nedir?

Sismometreler dogal frekanslarindan biiylik frekanslardaki titresimleri O6l¢mek igin
tasarlanmiglardir (r>3). Soniimsiiz durum i¢in

Z_r
Y 1-1?
2
2o =" 10w -r=1023r= "2 713
I-r 0.2
r==- fi =7.13 D £=0.5x7.13=3.58 Hz.
mn n

3.58 Hz’den biiyiik frekanslardaki titresim Slgiimleri i¢in sismometre hatasi %2’den kiiglik
olacaktir.

Ornek: Dogal frekansi 15 Hz olan bir sismometrenin séniim oran1 {=0.5’dir. Sismometrenin
%3 den diisiik hata ile 6l¢iim yapabilecegi en diisiik frekans nedir.
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E_ r
Yo i) + )
2 4 4
1.03 = — > (103 =— "> 1.0609=——
\/(l—rz) +(2%0.51) rt—r’+1 rf—r’ +1

1.06091* —1.06091> +1.0609 = r*

0.06091* —1.0609r> +1.0609 =0

p=r’ déniistimii yapilir ve kokler bulunur ise

11=4.0442 ve r,=1.0320 degerleri elde edilir. Sismometre icin biiylik r degeri frekans alt
degerini verecektir.

Buradan %3 hata ile ol¢lim alt frekans degeri r = fi =4.0442 = f=15%4.0442=60.663 Hz

n

olarak elde edilir.
Ornek:
20 Hz dogal frekansa ve 0.15 sonlim oranina sahip bir sismometre ile 100 Hz de titresen bir

sistem i¢in Ol¢lim yapilmig ve 1.3 mm yer degistirme genligi elde edilmistir. Bu 6l¢iimdeki
Olciim hatasi nedir.

_f_100_,
£ 20
V4 r’ 25
Zoa- — - = 1.03%
Ji=2) +@cr)p J1-25) +(2*0.15%5)
Ol¢iim hatas1

E =|I- A[x100 =[1-1.0396/x100 = %3.96 dir.
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MEKANIK TITRESIMLER
COK SERBESTLIK DERECELI SISTEMLER:

Gergek uygulamalarda birgok miihendislik sistemi birden fazla serbestlik derecesi
icermektedir. Cok serbestlik dereceli sistemlerin titresim analizlerinde diferansiyel denklem
takimlar1 ve bunlara bagl olarak olusturulan matris formundaki denklemler s6z konusudur.
Bu denklemler birlikte veya uygun doniisiimler ile ayr1i ayri ¢oziilerek mevcut genel
koordinatlar i¢in sistemin serbest titresimlerinin ve belirli dis zorlamlara kars1 zamana bagl
cevaplarinin belirlenmesi miimkiindiir.

Ornek olarak asagidaki iki serbestlik dereceli dteleme sistemini ele alalim.

Ornek: Sekildeki iki serbestlik dereceli sistem igin
(x1, X2) i¢in hareket denklemlerini elde edelim

) 1 )
E, = —mlxl2 +5m2x§

2
1 2 1 2
E, =—kx +_k2(xz _Xl)

2 2 i
8W = f,8x, +f,8x, —¢,X,8x, —c, (%, —%,)d(x, —x,) K % o

Lagrange denklemi x; genel koordinati i¢in uygulanir ise

ICAN.S.
dtl ox, ) ox,

m, X, +k,x, —-k,x, +k,x, =1, —¢,x, +¢,%, —¢,X,
mX, +(Cl +Cz)X1 —C,X, +(k1 +k2)X1 -k,x, =1, (1)

Lagrange denklemi x, genel koordinati i¢in uygulanir ise

TN
dt\ox, | ox,

m,X, +k,x, -k,x, =f, —c,X, +¢,X,

m,X, —¢,X, +¢,X, —k,x, +k,x, =1, 2)

Kaynaklar: Theory of Vibrations-W.T.Thomson, Elements of Vibration Analysis-L. Meirovitch, Vibrations of Continuous Systems-
S. Rao, Fundamentals of Mechanical Vibrations-S.G. Kelly, Vibration Problems in Engineerin-W.Weaver, S.P. Timoshenko,
D.H. Young, Engineering Vibrations-D.J. Inman, Miihendislik Sistemlerinin Modellenmesi ve Dinamigi-Yiicel Ercan, Dynamics
and Vibration-M.A.Wahab.
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Hareket denklemleri matris formunda yazilir ise

m, 0 |[X, N c,+c, —c¢,||X, N k,+k, -k, [|x;| |f

0 m,||X, —-c, c, ||X, -k, k, [|x, - f,
Sistemin sOniimsiiz serbest titresimlerine ait frekanslar1 (dogal frekanslar) asagidaki sekilde
hesaplanabilir.

Soniimsiiz serbest titresim denklemi

m, 0 [[|X, N k,+k, -k, [|x;| |0
0 m,||%, -k, k, ||x,] |0
x,(t)=X,e"

x,(t) =X,e"

X, (t)=s"Xe"
X,(t) =s*X,e"

m, 01],(X,], [k+k, -k |[X,], [0
S e + c =

| 0 m, X, -k, k, [|X, 0

_mls2 +(k1 +k2) -k, X, e = 0

i -k, m,s’ +k, || X, 0

det m,s® +(k, +k,) ~k, o
-k, m,s’ +k,

[mls2 +(k, + kz)](mzs2 + kz)— k,”=0
m,m,s" + [m1k2 +m2(k1 + kz)]s2 +k,k, =0 (karakteristik polinom)

4. dereceden polinomun kokleri sistemin dogal frekanslarini verir.

2
s? = -’

i n,i

i, =401, S34 =+m,,1

_l\/— 2m1m2(k2m2 +m;k, +k;m, —5)

1
n 2 mlmz

_l\/‘ 2m1m2(k2m2 +m;k, +k;m, +ﬁ)

(ONY)
t 2 mym
1my
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Karakteristik polinomun kokleri ile sistemin iki dogal frekansi elde edilir ve bu dogal frekans
degerleri kullanilarak serbest titresim hareketi sirasinda X; ve X, yer degistirmelerine ait oran
su sekilde elde edilir.

ms® +(k, +k,) -k, X, [0
-k, m,s’ +k, ||X,] |0
Im,s? +(k, +k,)[X, -k, X, =0

X, k,

X, ms’ +(k1 +k2)
veya ikinci denklemden
-k, X, +(mzs2 +k2)X2 =0

X, _mys® +Kk,
X2 k2

elde edilir.

Sayisal Ornek:

Yukaridaki problemde m;=20 kg, m,=15 kg, k;=100000 N/m, k,=200000 N/m alalim. Bu
durum i¢in sistemin dogal frekanslarini ve bu frekanslardaki titresim bigimlerini elde edelim.

D=300s* + 85x10°s> +2x10"°

s1o=+50.89 1
S3,4= +160.45 1

o, =50.89rad/sn, o,, =160.45rad/sn

f, =8.098 Hz, f , =25.53Hz

Dogal titresim genliklerini elde etmek i¢in

1. titresim bi¢imi igin s? =-50.89% = -2589.8 yerine konur ise

Xy _ ks _ 200000  0.8058
X, mys?+(k; +k,) 20%(~2589.8)+(100000+200000)
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2. titresim big¢imi igin s* = —160.45> = —25744 yerine konur ise

X, k, 200000 0.903

Xy mys? +(k;+k,)  20*(=25744)+ (100000 +200000)

X, yer degistirme genligi i¢in 1 degeri kabul edilir ise bu durumda 1. dogal titresim modu igin
X1=0.8058, ikinci titresim modu i¢in X;=-0.903 olur. Bu durum asagida sekil olarak
gosterilmistir.

=
X X
—> —
Mod 1 Mod 2

-0.903

in

Titresim sekillerinin hesaplanmasinda ikinci denklem de kullanilabilir, ayni sonuglar elde
edilecektir.

Bu sistem i¢in ANSYS ile model olusturulur ve dogal frekanslar hesaplanir ise

/title,"iki Serbestlik Dereceli Sistem"

/prep7 e,2 y
et,1,mass21 real,2

et,2,combinl4 e,3 X
m1=20 type,2 . np
m2=15 real,3 '
k1=100000 e,1,2 :
k2=200000 real 4 ' kg
r,1,0,m1 2.3 i
r,2,0,m2 eplot '
r,3.k1 /solu le n
r,4,k2 antype,modal |
n,1,0,0,0 modopt,lanb,2 |
n,2,0,-1,0 d,all,ux,0 s ko
n,3,0,-2,0 d,all,uz,0 !
type,1 d,1,uy,0 !

real, 1 solve mz‘ nj

=x% FREQUENCIES FROM BLOCK LANCZOS ITERATION seee
MODE FREQUENCY <HERTZ>

1 8.899141585478
2 25.53616384469

sxx PROBELEM STATISTICS
ACTUAL HO. OF ACTIVE DEGREES OF FREEDOM = 2
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Ornek: Sekilde verilen iki serbestlik dereceli mil disk sistemine ait dogal frekanslar1 ve
titresim bi¢imlerini bulunuz.

(\91 {\ 02 J1=4 kgm’

ﬂ J2=2kgm2
k1=2000 Nm/rad
o \\‘ """""""""""""""""""""" kix=1000 Nm/rad
N J J>
k1 T Kep

1. .0 1. .5
E,=—J,67 +-J,0
1= 5P TS0

1 > 1 2
E, =—k 07 +=k,(0, —0
N t2( 2 1)
OW =0

0, i¢in Lagrange denklemi uygulanir ise

i aﬂ +8E—2:Q61
dt\ o6, ) o8,

516; +(ky +k)0; —ky20, =0
0, icin Lagrange denklemi uygulanir ise

(o) s o
dt\ 66, | 29,

J20; =k 0, +k,0, =0

46, +30000, —10000, =0

26, —10000, +10000, =0, 6,(t)=0,e™, 0,(t) =0,e™, §,(t) =s?0,e™, B, (t) =s20,¢™
45%0, +30000, —10000, =0 > (4s,2 +3000)e1 ~10000, =0

2520, 10000, +10000, =0 > —10000, + (252 +1000)0, =0

4s% +3000  —1000 {91}
1000  2s®+1000 | |0,

. . 2 2
S=10 yazﬂlr 1S€ S =-®
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— 40 +3000 ~1000 0, 0,
5 =0, #0
—1000 —2®* +1000 |9, 0,

2 —
det 40° +3000 21000 ~0
—1000 — 20" +1000

8w* —10000 2 +2000000 = 0

> =z olsun.

822 —10000z+ 2000000 = 0

A = b? —4ac =10000% — 4 *8* 2000000 = 36000000 = /A = 6000

_—b++/A 10000+ 6000 )

2a 16

=1000

Z

> Kiigiik frekans 1. dogal frekansdir.

_ —b—+/A 10000 - 6000
2a 16

Z2 =250

w? =250 o, =15.81rad/sn, ©3 =1000 > ®, =31.62rad/sn

Titresim bigimlerini bulmak i¢in 1. denklem kullanilir ise

(3000—4(012)91—100092:09&: looo 1000 _.
0,  3000-4m? 3000-4%*250

1000 1000

0
(3000—403%)91 ~10000, =0 —L =

0, 3000—4w2 3000—4*1000
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Harmonik Zorlama Cevaba:

Asagida verilen iki serbestlik dereceli sistemde, belirtilen harmonik zorlama i¢in m; ve m;
kiitlelerine ait cevap genlikleri asagidaki sekilde bulunabilir.
—=

X1
- k ’_> 2k k
m —/\NV\— 2m

£, (ty=p>

Z _

szQ —2kX1 +3kX2 =0

-

f;(t) = F, cosot formunda ise x;(t) = X, coswt ve x,(t) = X, cosmt olarak alinabilir.
Dolayist ise X (t) = —0)2X1 cosot ve X, (t) =-mw,X, cosot

(— mw2X1 +3kX; - 2kX, )cos ot = F cos ot

(— 2mw2X2 -2kX; +3kX, )cos ot=0

m=5 kg, k=2500 N/m ve f;(t) =100cos50t i¢in X; ve X, genlikleri

7500 —-12500 —-5000 X4 100 X4 —-0.028
= > = (metre)
—5000 7500 —25000 | | X, 0 X5 0.008

ANSYS ile

/title,"Tki Serbestlik Dereceli Sistem Harmonik Cevap" real,3
/prep7 e,3,4
et,1,mass21 eplot
et,2,combinl4

m=5 /solu
k=2500 antype,3
F=100

r,1,m d,all,uy,0
r,2,2*¥m d,all,uz,0
r,3,k d,1,ux,0
r,4,2*k d,4,ux,0
n,1,0,0,0

n,2,1,0,0 £,2,fx,F
n,3,2,0,0 harfrq,7.5,8.5 !'Hertz cinsinden zorlama frekansi
n,4,3,0,0 araligt
type, 1 nsubst,40 7.5 ila 8.5 Hz aralig1 kaca boliinecek
real,1 kbec,1

e,2

real,2 solve

e,3 /post26
type,2

real,3 nsol,2,2,ux
e 1,2 nsol,3,3,ux
real 4 plvar,2,3
e,2,3
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{x 103 % =20

®=50 rad/sn =» =50/(2*n)=7.9577 Hz.

YL

m
1
" v £=7.9577 Hz
o | T I T | T | T I T T
7.5 2 T e T.24 = . 1E 2,32 T, 4%
T.E T Tk T.RZ 5,08 E.Z4 .4 E.S8
FREE®Q

"Iki Serbestlik Dereceli Zistem Harmonik Cevap"”

DINAMIK TITRESIM YUTUCU:

Soniimsiiz Dinamik Titresim Yutucu:

Tek serbestlik dereceli sonlimsiiz bir sistemin harmonik zorlama etkisindeki titresim
genlikleri bu sistem iizerine ana sisteme benzer ek bir sistem ilavesi ile yok edilebilir. Bu ek
sistemlere dinamik titresim yutucu adi verilir ve Ozellikle rezonans durumunda calisan

sistemlerin titresim genliklerinin bastirilmasi i¢in uygun ¢oziimlerdir.

Ana sistem

|:(kl +k,)—mo’

-
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4 1 k,—-m,e’ k,
det(A) k, (k, +k,)—m,o’
1
= k, — *)F
! det(A)( SLES
) = ! k,F
det(A)

F#0 oldugundan ana kiitlenin titresimlerinin sifir olabilmesi i¢in (X;=0) k, —m2w2 =0
olmalidir. Burada ® harmonik zorlama frekansidir.

Bu durumda

o’ ks 2> o= /k—z (rad/sn) olmalidir.
m, m,

Ana kiitlenin yer degistirme genliklerinin sifir olabilmesi igin ek sistemin dogal frekansi
sistemin ¢alisma frekansina ayarlanmalidir.

Bu sekilde ana kiitlenin yer degistirme genligi sifir yapilir ise, eklenen soniimleyici sistemin
yer degistirme genligi su sekilde hesaplanabilir.

det(A) = [(kl +k, )_ m,®’ ](kz -m,’ )_ k3

det(A) = (k, +k, )k, —(k, +k, )m,0’ -m,0’k, +mm,0* k2

det(A) =k, k, + 1¢§ ~km,0’ -k,m,0’ —mo’k, +mm,o’ - kz

L4

k . .
®° = —2% yerine konur ise

m,
: Jk k Sk S
det(A) = kik, —km, = -k,m, —=-mk; —*+mn, —=
; g 2 m, s m, : 2

det(A) = —k;
Buradan
1 F ..
X, =——k,F=-— dir.
k3 2
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Gortldugl gibi titresim yutucunun yer degistirme genlikleri k, direngenligine baghdir.
Titresim yutucunun yer degistirme genlikleri azaltilmak isteniyor ise k, direngenligi
arttirilabilir, bununla birlikte yutucunun dogal frekansinin sistemin g¢alisma frekansindan
farklilagsmamasi i¢in yutucu kiitlesi de oran1 korumak amaciyla arttirilmalidir.

Dinamik titresim yutuculu sistemin frekans cevaplarina bakilir ise

O, = /ﬁ (rad/sn) [Ana sistem dogal frekansi]
1/nl

0, = /k—z (rad/sn) [Yutucu-absorber dogal frekansi]
m,

st

S, = k£ [Ana kiitle statik yer degistirmesi]

®
1——
X, o, Yutuculu sistemde ana kiitlenin yer degistirme genliginin
S_t - o k. o) k ana kiitle statik yer degistirme genligine orani
R iy | - B P
( ®; ]( G ] k,

Yutuculu sistemde yutucunu yer degistirme genliginin ana

1
O (1 _ 0)2](1 n k, o J k, kiitle statik yer degistirme genligine orami

k
Yutucunun dogal frekansi ((02 = —zj zorlama frekansina (o) esit olacak sekilde
m,
ayarlandiginda ana kiitle yer degistirme genligi X;=0 olur. Bu durumda yutucu yer degistirme
genligi yukarida da bahsedildigi gibi X, = _ki dir.

2

Ana kiitlenin rezonans durumunda c¢alismast ve dinamik titresim yutucusunun da bu
durumda kullanilmasi s6z konusu ise ® = o, = ®, dir.

k_k 5k _m
1, k, m,

Bu ifadeler yukaridaki boyutsuz yer degistirme genligi ifadelerinde yerine konur ise
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.. m
Kiitle orani i¢in pu = —2= tanimlamasi yapilarak

Sonucuna ulagilir.

m 2Im ] =0.5
10 H -
8 . Yutucu yok |
. . iken Ana Kiitle
X - =
- 6 r n :/ 1
© u .
] ™ -
9 ;o
- Yutucu . H
X 4 Kiitlesi . % |
; o % Yutucu var
. iken Ana Kiitle
P
.
.

Sekil: Ana kiitle ve yutucunun zorlama frekansina bagli yer degistirme genlik oranlart.

Bu durumda Ana sistem iizerine Dinamik titresim yutucu eklenmesi ile olusan iki serbestlik
dereceli sistemin dogal frekanslari su sekilde hesaplanabilir.

2
0, =, \/(1 +%j$1lu+% (rad/sn)
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Bu durum igin olusan iki serbestlik dereceli isteme ait boyutsuz dogal frekanslar kiitle oranina
bagl olarak asagidaki grafik ile gosterilebilir.

1.8

1.6+

1.4 ]

w/w

0.8¢ ]

04 | | | |
0 : : :
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MEKANIK TITRESIMLER

MODAL ANALIZ:

Cok serbestlik dereceli sistemlerde hareket denklemleri icerisinde tiim serbestlik derecelerini
ve/veya tiirevlerini gérmek miimkiin olabilir. Dolayisiyla bu sekildeki baglasik (coupled)
hareket denklemleri ¢oziliir iken, denklemlerin birlikte c¢oziilmeleri gerekir. Laplace
transformu ve durum degiskenleri formu kullanilarak hareket denklemlerinin birlikte
¢coziilmesi miimkiindiir. Diger taraftan Modal Analiz yontemi kullanilarak hareket
denklemlerini tek baslarina ¢oziilebilir bagimsiz denklemler haline getirmek ve elde edilen
coziimlerden yola ¢ikarak Mod Toplama (Mode Superposition) yontemi ile baslangic sartlar
veya verilen bir dig zorlama igin gergek sistem cevaplarini elde etmek miimkiindiir.

Ci
ﬂf% [ i ] W e IS
m 0 m,y (X, —C ¢ X2 -k kxR
X](t)
k2 icz
L‘i‘fz(t)
mp

l Xa(t)

Sonlimsiiz serbest titresimler diisiiniildiigiinde hareket denklemeleri asagidaki formda yazilir.

m, 0 |[%, +‘k1+k2 —k, [[x,] [0
0 m,||%] | -k, k, ||x,] 0

_ st )
x, () =Xe 1. dogal frekans i¢in mod sekilleri
X, (t)=X,e"
] — X1 _ ky veya |21 = ky —m,of
. 2 st X . (k +k )—1’1’1 2 X . k
X, (t)=s"X,e 2 /4 1 TK2 10 2/ 2

X,(t) =s"X,e%

Cok serbestlik dereceli bir sistemin i. ve j. dogal frekanslar1 i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir.

Kaynaklar: Theory of Vibrations-W.T.Thomson, Elements of Vibration Analysis-L. Meirovitch, Vibrations of Continuous Systems-
S. Rao, Fundamentals of Mechanical Vibrations-S.G. Kelly, Vibration Problems in Engineerin-W.Weaver, S.P. Timoshenko,
D.H. Young, Engineering Vibrations-D.J. Inman, Miihendislik Sistemlerinin Modellenmesi ve Dinamigi-Yiicel Ercan, Dynamics
and Vibration-M.A.Wahab.
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of [MJix} =[K}{X}; (1)

o [MJx}; = [K]{x}, (2)

Denklem 1 {X}JT ile ¢arpilir ise

of (X} MJx}; = x5 [K]{x};
\ )\ )
Y Y
o? (XX, = (X5, %), 3)

Denklem 2 {X}-T ile carpilir ise

i
of {(x}i MJix}; = X7 [K]{x}
(DJZ(Xi’Xj)M Z(Xian)K (4)
Denklem 4 Denklem 3°den gikartilir ise
of (X;.Xi),, —0f (%0 X)), = (XX )~ (X X)) )
(x5 xi ), =(XLx5), ve (X5.%), = (X0.X5),
(@i2 - o] )(Xj=Xi)M =0
®; #®; oldugundan P (X, X;) =(X,,X;) =0 (Kinetik Enerji Skaler Carpimi)

Farkli dogal frekanslar i¢cin elde edilen mod sekil vektorleri orthogonal’dir (diklik) ve
dolayisiyla ile skaler carpimlari sifirdir. Ayni durum direngenlik matrisi ile olusturulan
carpim i¢in de gecerlidir.

(Xi X )K =0 (Potansiyel Enerji Skaler Carpimi)

Baglasik durumdaki diferansiyel denklemleri baglasik olmayan (uncoupled) hale getirmek
icin kiitle, soniim ve direngenlik matrisleri Modal matris (P) ile isleme sokulur.
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mg, 0 0 0
M), =[P]'[M][P], [M], = 0 Mgy 0 0
0 0 0 mg,
g 00
=PI [l © = T
0 00 e,

0 0 0 k

9nn
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Denklemin her iki tarafini [P]_1 ile carpar isek

[PI" M[PHa}+[P] [C]TPHa}+ [PT [K][PHaj = [P]" {t}

Serbest titresim i¢in sag taraf sifir olur.

Bu durumda
M, {af+[c], {a}+[K], fa}=0
Baglangig sartlar1 altindaki serbest titresim cevabi i¢in

q;(t) = e GOt [A; cos(wg;t)+ B; sin(wy;t)], i=1,2,...,n. (n sistemin serbestlik derecesidir)
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flk sartlar modal koordinatlarda su sekilde elde edilebilir.

)y =[P ixy, {a)o = [P]7 i
Bu durumda A; ve B; katsayilar1 su sekilde elde edilebilir.

_ Qjo +Gi®ni9j0

Aj=qj, Bi =
O
C .
_ qll _ 2
Ci = —F—=, 04 =0y -Cj
2 kqiimqii

[k sartlara baglh cevap modal koordinatlarda bulunduktan sonra ters doniisiim ile gercek
koordinatlara gecis yapilabilir.

Ornek olarak iki serbestlik dereceli bir sistem i¢in,

{Xl(t)} _ {P“ PlZ}{ql (t)} > X, (0 =P;q, (0 + P, (1) seklinde elde edilir.

X, (1) P, Py |14, (D) X, (t) = P, ql(t) + Pp,q, (t)

Genel koordinatlar i¢in cevap, modal koordinatlardaki cevaplarin toplami seklinde elde
edilebilir. Cok serbestlik dereceli sistemlerin cevabi i¢in dnemli modlarin katkilarini1 dikkate
almak ¢ogu zaman yeterli dogrulukta cevap elde etmemizi saglar.

Ornek:

Yukarida verilen iki serbestlik dereceli sistem i¢in sistem parametreleri asagida verilmistir.
Sonilimsiiz durum i¢in verilen baslangi¢ sartlart altinda sistem cevabini bulunuz.

m;=1 kg _
m,=0.5 kg vo|m™ o[t oo
k;=1x10" N/m 10 m,| |0 05
k=2x10"N/m -
x1(0)=1 mm, %,(0)=0 w Rk ke 3x10"  —2x10’
x2(0)=-1 mm, %,(0)=0 -k, k, -2x107  2x10’
Dogal frekanslar i¢in
3x107 — o -2x107

def[K]- o’ [M]=0 > D 050" —3.5x107 0> +2x10" =0

-2x107  2x107 = 0.50*
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o, =2505.4314 rad/sn, ®, =7982.6570 rad/sn

X, ye gore normalize edilmis mod sekilleri hesaplanir ise

X k, B 2x10’ _

X, ) (k +k,)-mo> 3x107 —1%2506 = 0843070
2/ 1 T Ky )~ m, X

X k 2x10’

X, )." (k, +k )2—m ol 3107 —1#7982.6570° >0V
2/ 1 2 102 :

0.843070 —-0.59307
¢1 = 1 5 ¢2 = 1

Titresim bigimleri elde edildikten sonra modal matris su sekilde yazilabilir.

P =9, %]{

0.84307 —0.59307}
1 1

x }]T [M]{X}i carpimini kontrol edersek

1 07(0.84307
{~0.59307 1}{ H

=0.000101 goriildiigi gibi sifir alinabilir.
0 05 1

{X}JT K{X}, carpimini kontrol edersek

-2x107  2x10’ 1
basamak alinmalt).

107 —2x10" |[0.84307
{~0.59307 1}{ 3x10 x10 H

} =0 oldugu goriiliir (virgiilden sonra fazla

Elde edilen modal matris kullanilarak modal koordinatlara gegilebilir.

[M]q:[P]T[M][P]{O.84307 1}{1 0}{0.84307 —0.59307}{1.21076 0 }

-0.59307 1[0 0.5 1 1 0 0.85173

0.84307 1| 3x107 —2x107|[0.84307 —0.59307 7.6x10°
-0. -2x107  2x10 1 1 0

[M], {d}+[K] {a}=0
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1.210764, +7.6x10°q, =0
0.85173§, +5.4275x107q, =0

Verilen ilk sartlar1 modal koordinatlara doniistiiriir isek

q :[P]fl Xy S5 Q| _ 1 1 0.59307 || 0.001
q2J, X5, q,), det(P)|—1 0.84307](—-0.001

det(P)=1.436
q, 0.283
= (mm
q,), (—1.283

Soniimsiiz durum igin,

q,(t)=A,cosm ,t+B,sinw,t
A, =q,,=0283, B, =11 _¢
®

q,(t) =0.283¢c0s2505.43t (mm)

nl

d2,0

q,(t)=q,,cosm,,t+ sinm, ,t

(’0n2

q,(t) =—1.283¢c0s7982.65t (mm)

Modal koordinatlarda elde edilen ¢oziimler, ger¢ek koordinatlara Modal matris yardimi ile
aktarilabilir.

{ 1} ]{ 1}
2 t q2 t
X2 t l 1 q2 t

X, (t) = 0.84307 q, (t) — 0.59307 q, (t) = 0.2386 cos(2505.434 t )+ 0.7609 cos(7982.65 t) (mm)
X, (t) =q, (t) +q, (t) = 0.283cos( 2505.43t) —1.283 cos (7982.65t) (mm)
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qz(t)

15 -/ | |
{1 Y

0.5¢

o\\ //\\ //\\ /N /: qi()

AR RAREERRREN

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Zaman(sn)

1.5¢ /4

|
N

_2 | | | |
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Zaman (sn)
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TITRESIM BICIMLERININ KUTLE VEYA DIRENGENLIK MATRISI
KULLANILARAK NORMALIZASYONU:

Yukarida verilen ornekte titresim bigimlerinin normalizasyonu X, modal yer degistirmesi
kullanilarak gerceklestirilmistir. Titresim bigimleri normalize edilir iken kiitle ve direngenlik

matrislerinden de yararlanilabilir.

Modal matris ve kiitle/direngenlik matrisleri kullanilarak su iliskiler yazilabilir.
[P]" [M][P]=1], [P]"[K][P]= @? [1], burada I birim matristir.

Bu ifadelerde verilen modal matrisi olusturmak icin titresim bigimleri kiitle veya direngenlik
matrisleri kullanilarak normalize edilmelidir.

Bu islem icin a, {X} [M]|{X}, =1 veya a,{X}/ [K]{X}, = ? ifadeleri kullanilabilir.
Ornek olarak yukarida verilen problem igin kiitle matrisi kullanilarak normalizasyon yapilir

ve modal matris elde edilir ise.

o, =2505.4314 rad/sn, ®, =7982.6570 rad/sn

X} =6, = {0.843070}’ ), =4, = {— 0.59307}

1 1

Normalize edilmis titresim bicimi ¢ =a.¢, seklinde ifade edilir ise kiitle matrisine gore
normalizasyon su sekilde yapilabilir.

Birinci titresim bigimi i¢in

107 [0.843070
a,[0.843070 1] a, =1
0 0.5 1

, 0.843070
a2[0.843070 1]

0.843070] (0.7661
1.21076a7 =1 = a, =0.9088 > ¢ ={X|/ =0.9088 =
1 0.9088

Ikinci titresim bigimi igin

1 07 [-059307
a,[-0.593070 1] a, =1
0 0.5 1
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s {— 0.59307}
a2[-0.59307 1] =1

0.5
~0.59307] _ [-0.6426
0.8517a2 =1 9 a, =1.0835 D ¢} = (X} =1-083{ I }z{ 1.083 }

Kiitle matrisi kullanilarak yapilan normalizasyon sonucu elde edilmis Modal Matris asagidaki
gibidir.

b 0.7661 —0.6426
~10.9088  1.083

Sontlimsiiz titresimler i¢in hareket denklemi
M)+ [K i) = {£(1)]
x=Pq doniisiimii ile X = Pq
M][P]{g}+[K]Plqj= (1)}
Denklemin her iki tarafin1 P ile carpar isek
[P]" [M]P]{g}+[P]" [K[PKaj =[P]" {£()
{d}+o2[tka} = {&®}, {g()} = P{f(t)} seklinde ifade edilebilir.
Bdylece n serbestlik dereceli soniimsiiz bir sistem i¢in hareket denklemleri

(‘:il +(’)12q1 = g1(t)
'Ciz +('0§q2 = gz(t)

q, +0.q, =g,(t)

Seklinde ifade edilerek denklemler bagimsiz olarak ¢dziilebilir. Sistemin ¢ozliimii x = Pqifade
kullanilarak elde edilir.

Yukaridaki 6rnegi ¢cozer isek

o, =2505.4314 rad/sn, ®, =7982.6570 rad/sn
p_[ 07661 —0.6426] [x,] _[0.001
[0.9088 1.083 | |x,[, |-0.001
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q| 1 [ 1083 0.6426][ 0.001 | [0.00031179
d,), det(P)|-0.9088 0.7661||-0.001] |-0.0011844

q| 1 [ 1083 0.6426](0] [0
q,), det(P)|—0.9088 0.7661]|0f |0

4, +2505.4314°q, =0

q,(t)=A,cosw,,t+B,sinw,t kullanilarak
A,1=0.00031179, B;=0

q, (t) = 0.00031179 cos (2505.4314t)

4, +7982.657°q, =0
q,(t)=A,coso,,t+B,sinw,,t kullanilarak

A,=-0.0011844
B2:O

q, (t) = —0.0011844 cos(7982.657t)

x,(t)] [0.7661 —0.64237(0.00031179 cos(2505.431t)
X,(t)] 10.9088  1.083 ||-0.0011844cos(7982.657t)

X, (t) = 0.0002388cos (2505.431t)+ 0.0007607 cos (7982.657t) (m)

X, (t) = 0.0002833co0s(2505.431t) — 0.00128 cos (7982.657t) (m)

olarak elde edilir. Gortildiigii gibi iki cevap da bir dnceki ile aynidir.
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MEKANIK TITRESIMLER
MILLERIN SAVRULMA TiTRESIMLERI (WHIRLING OF SHAFTS):

Birgok miihendislik uygulamasi, rotor veya disk tasiyan yataklanmis donel miller (saftlar)
barindirmaktadir. Saft-rotor sisteminde montaj, imalat ve malzeme kaynakl kiitle kacgikliklar
sebebi ile, saft doniisii sirasinda 6zellikle yiiksek hizlarda saftin egilmesi ve titresimi s6z
konusu olmaktadir. Bu doniis hareketi sirasinda yatak (bearing) ekseni ile mil ekseni arasinda
sekilde goriildiigii gibi sapmalar olusmaktadir (X). Mil-Rotor/disk sisteminde, kiitle merkezi
ile disk/rotor geometrik merkezi arasindaki kagiklik “e”’de dikkate alindiginda o agisal hizi
ile donen bir mil iizerinde etkili olan santrifiij kuvvet m (X + e), mil direngenligi tarafindan

kargilanmaktir (kX) .

Bearing centre

] Ef[fl]dl‘ﬂl.‘l:ll.‘l] Position 0 l E 5 ]

;- =T X C IJ’)LEEI Position— g;

Figure 5.10 Whirling of Shaft

Bearing centre line

Bearing Bearing

Bent up shaft axis Rotor or Disc

Dr. B. K. Snidhara, Asst. Professor, Mechanical Engineering, NIE, Mysore-8

m disk/rotor kiitlesi olmak lizere,

KX=mo?(X+e)

KX=mon’>X+mao’e

(K—moaz)X =mo’e

Kaynaklar: Theory of Vibrations-W.T.Thomson, Elements of Vibration Analysis-L. Meirovitch, Vibrations of Continuous Systems-
S. Rao, Fundamentals of Mechanical Vibrations-S.G. Kelly, Vibration Problems in Engineerin-W.Weaver, S.P. Timoshenko,
D.H. Young, Engineering Vibrations-D.]J. Inman, Miihendislik Sistemlerinin Modellenmesi ve Dinamigi-Yicel Ercan, Dynamics
and Vibration-M.A.Wahab.
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X ¢okme degeri i¢in kritik durum K-mw”=0 i¢in ortaya ¢ikar. Bu durumda

0O=0, = \/K olarak elde edilir ve bu doniis frekansina milin kritik frekans1 denir.
m

o <o, i¢in X ve e’nin yonleri aym1 olur ve bu durum “Heavy Side Outside” olarak
adlandirilir.

Heavy side outside

o=0, durumunda ise X genlikleri sonsuza ulasir ve bu durum mil ve tasidigi sistem i¢in hasar
demektir.

® > o, i¢in X ve e’nin yonleri terstir ve bu duruma “Heavy Side Inside” durumu adi verilir.

Heavy side inside

Cok yiiksek hizla donen miller i¢in ©>> o, X genligi —e degerine yaklagsmaktadir. Bu
durumda disk/rotor diskin kiitle merkezi etrafinda (G) donmektedir ve dengesizligin olmadigi
arzu edilen bir sonug elde edilir. Ugak motorlarindaki yiiksek hizli doniisiin stabiliteye etkisi
bu sekilde agiklanabilir. Dunkerley saftlarin kritik savrulma hizlarin, diisey titresim dogal
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frekansina esit oldugunu ifade etmistir. Savrulma titresimlerinin adedi, saft rotor sisteminin
dogal frekans sayisina esittir.

Ornek: 12 kg kiitleye sahip bir rotor 24 mm ¢apinda ve iki ucundan yataklanmis yatay bir
saftin ortasina monte edilmistir. Yataklar arasi mesafe 1 m’dir. Saft 1200 dev/dak ile
donmektedir. Rotorun kiitle merkezi bazi iiretim hatalar1 dolayisi ile, rotorun geometrik
merkezinden 0.11 mm kagiktir. Saftin diizenli rejim titresim genligini ve yataklara gelen
kuvveti bulunuz. Saft malzemesi ¢eliktir, E=200GPa.

Coziim:

nd*  3.1416x0.024*
64

—1.628x10°% m*

Dairesel kesitli mil i¢in polar alan atalet momenti [ =

Goreceli olarak kisa miller i¢in sinir sart1 olarak basit mesnetli durum kabul edilir. Bu duurm
icin milin diisey titresimlerinin dogal frekansi

0, = £ (rad/sn)

stat

~mgl’ 12%9.81%*1°
ST 48EL  48%2x10'! *1.628x1078

0, = 1/& =114.215(rad/sn)
0.000752

=0.000752m.

o= N = n1200 =125.66 (rad/sn)
30 30
125.66>

X *0.00011=-0.000632 m.

114.2152 —125.66>

Yatay millerde r = @ icin yataklardaki toplam reaksiyon kuvveti Fy=mc02(X+e)+mg,
C

r=2 51 i¢in Fyzm(nz(X-e)+mg dir.

O

F, =12 *125.66%(0.000631—-0.00011) +12%9.81=217.01 N.

Her bir yatak i¢in reaksiyon,
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COK SERBESTLIK DERECELI SISTEMLERIN HAREKET DENKLEMLERININ
TESIR KATSAYILARI (INFLUENCE COEFFICIENTS) YONTEMIi ILE ELDE
EDILMESI:

Direngenlik Tesir Katsayilar (Stiffness Influence Coefficients):

Cok serbestlik dereceli sistemlere ait hareket denklemleri tesir katsayilar1 yontemi
kullanilarak elde edilebilir. Bu bolimde cok serbestlik dereceli bir sistem ait direngenlik
matrisinin tesir katsayilari ile elde edilmesi lizerinde durulmustur.

Dogrusal bir yay icin, yayda birim uzama meydana getirecek kuvvet degeri yaymn
direngenligini vermektedir. Kompleks sistemlerde bir noktadaki yer degistirmeye bagli olarak
sistemin diger noktalarindaki kuvvetler arasindaki iliski direngenlik tesir katsayilari ile ifade

edilebilir. Direngenlik tesir katsayist kj; ile gosterilir. kij, j noktasindaki birim yer degistirme
nedeni ile i noktasinda olusan kuvvet degeridir. k;; belirlenir iken j noktas: disindaki noktalar
icin yer degistirme degeri sifir olarak alinir.

k..
—

i noktasindaki kuvvet j noktasindaki birim yer degistirme

Bu tanimdan hareket ile bir n serbestlik dereceli bir yay kiitle sistemi i¢in, i noktasindaki
toplam kuvvet Fj, tiim j noktalarindaki birim yer degistirmelerden kaynaklanan kuvvetlerin
toplanmasi ile elde edilebilir.

N
Fi = zklj Xj , i:1,2,.. 1.
j=1
Bu ifade matris formunda yazilir ise

F)=[k]ix)

Burada [k| direngenlik matrisi olarak adlandirilir ve

kll klz e kln
kyy ky ...k

[k]=|"* ~* 2" | seklindedir.
knl kn2 e knn
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Ornek: Sekildeki ii¢ serbestlik dereceli kiitle-yay sistemi igin direngenlik matrisini
direngenlik tesir katsayilar1 yontemi ile elde edelim.

m . — -
1 kz

m; kiitlesi i¢in
kll —k2 :k19 kll :kl +k2

m, kiitlesi i¢in

m; kiitlesi i¢in
k31+0209 k31 =0

F=k;x,=0 ko(x2-x1) Ka(x3-

~0 —k - k
kio . : ko> , ’ ks, |

m; kiitlesi i¢in

m; kiitlesi i¢in
ko +(-k3) =k, P kyy =k, +kj
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m; kiitlesi i¢in
k32 + 0 = —k3 9 k32 = —k3

m; kiitlesi i¢in
k13 +0209 k13 :0

m, kiitlesi i¢in
k23 +k3 209 k23 :—k3

m; kiitlesi i¢in
k33 +0:k39 k33 :k3

Bulunan degerler kullanilarak direngenlik matrisi su sekilde elde edilir.

k,+k, -k, 0
[k]=| -k, ky+k; —kg
0 ~ky; ks

F) =[k]{x}"den

F = (k; +ky)x; —kyx,
Fy =k, x; +(k, +k3)x5 —k3x3
F3 =—k3X2 +k3X3

Esneklik Tesir Katsayilar: (Flexibility Influence Coefficients):
Esneklik tesir katsayilar1 hesabinda sistemin her bir serbestlik derecesi birim kuvvet ile

uyarilarak, sistemin diger serbestlik derecelerindeki yer degistirmeler hesaplanir. Cok
serbestlik dereceli sistem j. noktasindan 1 birimlik bir kuvvet ile uyarildiginda i. noktadaki yer

degistirmeler bu noktadaki esneklikleri ifade eder. Esneklik tesir katsayis1 @jj ile ifade edilir.
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d;.
—

i noktasindaki yer degistirme j noktasindaki birim kuvvet

Lineer bir sistem icin yer degistirme uygulanan kuvvet ile dogrusal olarak arttig1 i¢in

olarak yazilabilir.

Eger birden fazla F; kuvveti (j=1,2,...,n) sistemin farkli noktalarindan etki ediyor ise, herhangi
bir i noktasindaki toplam yer degistirme tiim kuvvetlerin katkisi ile hesaplanabilir.

n n
Xi :zxij =Zaij Fj (i=1,2,...,n)

=1 =

Bu ifade matris formunda su sekilde yazilabilir.

arp ap a1n
[ ]_ dr1 Ay ... Ay
al=

dnl 4n2 4nn

Direngenlik matrisi ile esneklik matrisi arasindaki iligki su sekilde elde edilebilir.
{x}=[a]{F} = [a]k]ix}

[a][k]=[1] & [a]= [k]_1 Esneklik matrisi direngenlik matrisinin tersi alinarak elde edilebilir.

Az dnceki li¢ serbestlik dereceli kiitle-yay sistemi i¢in esneklik matrisini elde edelim.
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X1=an1 X2=asy X3=as]

kian ko(azi-ai1) ks(azi-az;)
N St g Sl

=

kiar ka(ax-ar2) ks(asz-az2)
N e ) S

— — —
FIZO 1:2:1 F3:0

X1=4a13 X2=az3 X3=as3

kiais ka(azs-ai3) ks(as3-a3)
e i A

— — —
F=0 F»=0 Fs=1
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Kuvvetin m;’den uygulanmasi durumunda

m; i¢in kuvvet dengesi

1+ky(ay —aj) =kja; P (k; +kyag; —kpay =1 (1)

m; i¢in kuvvet dengesi

k3(az; —az;)—ky(ay —ay) =0 koayy —(ky +k3)ay +kzaz =0 (2)
mj i¢in kuvvet dengesi

—k3(az —ay) =0 kiay —kzaz =0 (3)

aj =

kl +k2 _k2 0 a 1 kll
k, —(ky +k3) k3 [qay ;=20 ay 1 olarak elde edilir.

0 k3 —k3 a3 0 11

Ay = —

31 k1

Kuvvetin m;’den uygulanmasi durumunda

m; i¢in kuvvet dengesi

ky(ayp —ap)=kjapd -k +kya, +kyan =0 (1)

my i¢in kuvvet dengesi

k3(az; —az)+1=ky(as —ap) D krapp —(ky +kiy)ayn +kzaz =-1(2)
mj i¢in kuvvet dengesi

—kj(az; —ay) =0 kja,, —kzaz =0 (3)

a2 - L
—(k; +k;) k, 0 ] (ap 0 1 ky |
k, —(k, +k3) k3 [qas,p=9-1p=> ay =k—+k— olarak elde edilir.
0 kj —ks3 | |as 0 {1
as, :k_1+E

Kuvvetin m3’den uygulanmasi durumunda

m; i¢in kuvvet dengesi
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ky(ar; —apz)=kja;3d —(k; +kylaj3 +kyar =0 (1)

m, i¢in kuvvet dengesi

k3(azz —az)=ky(ar —a;3) P kap; —(ky +kj3)an +ksazs =0 (2)
m; i¢in kuvvet dengesi

I=kj(a3; —ap3) =0 kiar; —kiaz; =1 (3)

1
a3 :k_
_(kl +k2) k2 0 3.13 0 1 1 1
k2 _(kz +k3) k3 3.23 =<0 9 323 :k_+k_ olarak elde edilir.
0 k3 —k3 a33 -1 ! 2
1 1 1
333 =—+t—+—
Kk, ks
Esneklik matrisi yazilir ise
1 1 1
kl kl kl
1 1 1 1 1
AN LA NS

kl kl k2 kl k2
111 1. 1 1
+

JRN— _+_ JRE—
kl k1 k2 kl k2 k3 i

Ayni1 sonuca k direngenlik matrisinin tersi alinarak da ulasilabilir.

Ornek:

Sekilde verilen basit mesnetli ve kiitlesi ihmal edilebilir kiris i¢in esneklik matrisini
olusturunuz. Ug kiitle de esit araliklar ile yerlestirilmistir. Kiris diizgiin kesitlidir ve EI egilme

LF=1

M, T~ lan ay as| .-
F=1
v
\‘\\\\312 ar 8.32|/,//
7 ya(t) y(t) lel
RCTE ay as) .-

Esneklik matrisini olusturmak icin sistemdeki her bir kiitleden etki eden birim genlikteki
kuvvete karsilik, her bir kiitlede olusacak yer degistirmeleri (¢6kmeler) hesaplamamiz
gereklidir. Asagida sik kullanilan sinir sartlar i¢in ¢okme formiilleri verilmistir.
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BAZI KiRISLER iCiN COKME iFADELERI
ANKASTRE KIRIS:

a P fP 5
L(3a—x);0£x£a
1 y(X) =1

l y Pbx

_] 6EIL
Y()=1 pa(L - x)

6EIL

ANKASTRE-ANKASTRE KIRIS:
b »

2.2
IZ]DEH)} (3aL — x(3a + b)) ;0<x<a
y(X) =5 7 b
Pa”(L _3X) (3bL —(L-x)(3b+a));a<x <L
6EIL 134/154
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Basit mesnetli kiris i¢in verilen ¢okme ifadeleri kullanilarak

ap i¢in a=L/4, b=3*L/4 ve x=L/4’diir. P=1 igin,

3LL 2 2 3L2

— — 2 2 2 3

y(L/4):a11:ﬂ LZ_(EJ _(3£j __1l6 LZ_L__9L_ _sLjet)_ 9
6EIL 4 4 6EIL 16 16 96EI| 16 768 EI

ay) i¢cin a=L/4, b=3*L/4 ve x=L/2’diir. P=1 ig¢in,

L(L Lj 12
4\ 2 2 2 — 2 12 ) 3
<>—(_(_) {4 J : (_J L ( ] 1L

6EIL 2 2 4) | 6EIL 4 16| 48EI| 16 | 768 EI

as; icin a=L/4, b=3*L/4 ve x=3L/4’diir. P=1 i¢in,
2
L(L_3L L

j 2 2 — 2 2 2 2 3
y(BL/4)=a; =ap; :¥ 2L3_L_ 3_L - E __16 3L _9L _L_ =L 14_L :LL_
6EIL 4 4 4 6EIL{ 2 16 16 96EI| 16 768 EI

a, i¢in a=L/2, b=L/2 ve x=L/2’dir. P=1 igin,

LL ) ) L
—— — 2 2 2 3 3
L2 —ay 22 2 (LY (L) a (P L) L () 1 e r
6EIL 2 2 6EIL 4 4 24EI| 2 48 EI 768 EI
as3 icin a=3L/4, b=L/4 ve x=3L/4’diir. P=1 i¢in,
£3£ 2 2 3z
4”4l (3L L 16 (., 9L L? 3L (6L? 9 1}
6EIL 4 4 6EIL 16 16 96EI| 16 768 EI

Esneklik matrisi

9 11 7
11 16 11| olarak elde edilir.
7 11 9

3

2]

~ 763El

Direngenlik veya Esneklik matrisi olusturulduktan sonra ¢ok serbestlik dereceli bir sistemin
dogal frekanslari

det‘[k]— coz[m] =0 veya det‘[l]— o’ [k]" [m]‘ =0 = det

_LZ[I]+ [a][mi =0 bagntilar ile
®

hesaplanabilir.
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Yukaridaki 6rnekte verilen sisteme ait dogal frekanslart elde edelim. Kirig malzemesi ¢elik
E=2.1x10"", kiris boyutlar1 20x10x1000 (mm), kiris tizerindeki kiitle degerleri m;=2 kg, m,=4
kg, m3=1 kg olarak alinir ise kirge ait esneklik matrisi

9 11 7 0.3348 0.4092 0.2604

3
[a]: 1 STLTYT 11 16 11!=1x10* 0.4092 0.5952 0.4092
768 *%2.1x10" * o . 7 11 9 0.2604 0.4092 0.3348

Kirig-kiitle sistemine ait kiitle matrisi (kiris kiitlesi ihmal edilerek)

2 00
m=|0 4 0
0 0 1

Dogal frekanslar icin

1

del-L [+ [a][mi ~0
0.0670>;10-3—i2 0.1637x10°° 0.0260x10°*
(@
det| 0.0818x10°° 0.2381);10-3—L2 0.0409x107*  |=0
()
0.0521x10°° 0.1637x107° 0.0335><10—3—l2
(V)

o, =55.542rad/sn = f, =8.839 Hz
®, =298.234rad/sn= f, =47.465Hz
®, =562.113rad/sn= f; =89.463Hz
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MEKANIK TITRESIMLER
DUNKERLEY METODU

Cok serbestlik dereceli sistemlerin 1. dogal frekansi, sistemi olusturan her bir serbestlik
derecesine ait dogal frekanslar cinsinden yaklasik olarak ifade edilebilmektedir. Dunkerley
tarafindan verilen bu formiilasyon ilk dogal frekans i¢in gergek dogal frekans degerinden
kiigiik yaklasik bir deger vermektedir.

n serbestlik dereceli bir sistem ic¢in dogal frekans ifadesi esneklik matrisi kullanilarak su
sekilde verilmis idi,

1
-— [1]+[a]m] =0
®
1 0 0 a1 ain ain m, 0 0
1 O 1 O 321 322 azn 0 m2 O
o 0
0 O 1 ag; A, ag,|l 0 O m,
1
— 5y tapmy ajpmy ajpmy
®
1
apm —— tagpmy | oee arpMy =0
®
1
anmy appMmy ) +ap,my
®
Bu determinant alinir ise
n n-1
1 1
— —(ajym; +azm, +-+ay,m,) — +(ajjamym, +ajag3mmy - +a, o ag,m, m,)
® ®
n-2
1
—apayMmy = =ay g pay My My — |  —--=0 (M
®

Gortildiigii gibi determinant alindiginda Lz ‘nin n. dereceden bir polinomu elde edilmektedir.
®

. . . 11 I .. . e
Dolayzisti ile bu polinom, polinomun kdkleri T Ty cinsinden su sekilde yazilabilir.
W O Oy

Kaynaklar: Theory of Vibrations-W.T.Thomson, Elements of Vibration Analysis-L. Meirovitch, Vibrations of Continuous Systems-
S. Rao, Fundamentals of Mechanical Vibrations-S.G. Kelly, Vibration Problems in Engineerin-W.Weaver, S.P. Timoshenko,
D.H. Young, Engineering Vibrations-D.J. Inman, Miihendislik Sistemlerinin Modellenmesi ve Dinamigi-Yiicel Ercan, Dynamics
and Vibration-M.A.Wahab.
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n-1
Denklem 1 ve Denklem 2’deki (Lj ’in katsayilar esitlenir ise

0)2
1 1 1
—+—F++—=a;m; t+ta,ym, +---+a,,m, (3)
2 2 2
0 O Oy

Birgok sistemde yiiksek dereceli dogal frekanslar 1. dogal frekanstan 6nemli dl¢giide biiytiktiir.
Bu durumda

L
A5 _’
of  of

1=2,3,...n

Bu durumda Denklem 3 yaklasik olarak su sekilde yazilabilir.

m, 4)

1
anllml +322m2 +"‘+ann
1

Bu denklem Dunkerley formiilii olarak bilinir. Denklem 4 ile elde edilen dogal frekans daima
gercek degerden daha diisiiktiir. Bu denklem su sekilde de yazilabilir.

11 N 1 S 1
2°- 2 2 T
(Y] LU ®op Opn

/ /k~-
Burada o;, = ! = [ m; kitlesi ve k; (i=1,2,...,n) direngenligine sahip tek
a;m; m;

serbestlik dereceli sistemin dogal frekansini1 vermektedir.
Ornek:

Sekilde verilen mekanik sistemin 1. dogal frekansini yaklasik olarak hesaplayiniz. Gergek
deger ile karsilastiriniz.

) .« ~ K, d ky -~ -
A T e T iy

m;=100 kg, m,=80 kg, m3=120 kg, my;=40 kg
k;=10000 N/m, k,=5000 N/m, k;=4000 N/m, ks=1000 N/m.
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Enerji yontemi ile sistemin hareket denklemi asagidaki gibi yazilabilir,

m 0 0 0 |[X ki +k, -k, 0 0 |]x
0 my 0 0 ||X, N -k, ky+ks; —kj 0 ||x,
0 0 m3 O |[X3 0 k3  ky+ky —ky|[x;3
0 0 0 my| (X4 0 0 -ky ks | (X4

oS O O O

clc
cl ear

mlL=100;
nP2=80;
nB8=120;
mi=40;

k1=10000;
k2=5000;
k3=4000; @ 2.931 @
k4=1000;

‘ ®,, = 5.801 rad/sn

M[mL O O O;0 m2 O 0;0 O nB 0;0 O O m¥] o3 = 9.628 rad/sn
K=[ k1+k2 -k2 0 0;-k2 k2+k3 -k3 0;0 -k3 k3+k4 -k4;0 0 -k4 k4]

®,4 = 13.935 rad/sn

syns s;

mat =MF s*2+K;
pol =det (mat ) ;
p=sol ve(pol);
vpa(p, 8)

0.0001 0.0001 0.0001 0.0001

-, _{0.0001 0.0003 0.0003 0.0003
~10.0001 0.0003 0.00055 0.00055
0.0001 0.0003 0.00055 0.00155

a =

0%2 =a, M| +a,,M, +a33m; +a4,my = 0.0001*100 + 0.0003 *80 + 0.00055*120 + 0.00155 * 40
nl

120162 S o, =2485radisn.
nl

e
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Ornek:

Sekilde verilen kiris kiitle sisteminin 1. dogal frekansini yaklasik olarak hesaplaymniz. Kirig
kiitlesi ihmal edilecektir.

l

), v ya(t) ya(t) 0

3 3 3
ap :L, ay :L—, az; = 3L olarak hesaplanabilir.
256El 48E1 256EI

—-=a; M +ayuM; +a;My = (a) +ay +a)M

nl
3 3
L [ 3 +i ijML —004427ML -> wn1—4753 (rad/sn)
(,)il 256 48 256) EI
HOLZER METODU

Holzer metodu ¢ok serbestlik dereceli sistemlerin dogal frekanslarini ve mod sekillerini
hesaplamak i¢in kullanilabilen niimerik bir yontemdir.

4 Yataklama (Serbest doniis)
0; /l -

Serbest titresimlere ait hareket denklemleri
asagidaki gibi elde edilebilir.
0,

1,0, -k (0,-6,)=0

\‘ \‘ T120, +k (0, -0,)—k»(65-6,)=0
Kk 0
t2

J3é3 +kt2(93 —92)=

/ Ji

Yataklama (Serbest doniis)
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Dogal titresimlerin formu harmoniktir.

0; =0; cos(wit + (1))

0, = —cozei cos (coit + ¢)

—032J191 _kt1(92 —91)= 0 032]191 =-ky (92 _91)

~ 00,0, +k (0, —0,)- k(05 -0,)=0> 3,0, =k (0, —0,)- k(05 -0,)

—‘DZJ393 +kt2(93 —92)= 0 032]393 = kt2(93 —92)

©°J10; +©°J,0, + ©°J305 = 74)2 741917492/4191 /’4937/&92 7493/292
& 2

D> 0716, =0

1=1

Holzer metodu yukaridaki denklemin saglanmasidir. Holzer metodunda baslangis olarak bir @
degeri kabul edilir ve 0;,=1 kabul edilerek iterasyon baslatilir. Daha sonra 0, birinci
diferansiyel denklemden, 65 ise ikinci diferansiyel denklemden elde edilir.

91 :1
2
0, =0, -2 1% (1. denklemden)
ky;
2
03 =0, _1(:)_0191 +1,0,) (2. denklemden)  k (8, ~6))=-0J8
t2

Bu denklemler n adet disk igeren bir sistem i¢in agsagidaki gibi genellestirilebilir.

2 (i-l
ei = Gi_l - k(D (kaekJ i:2,3,.. 1.

ti-1 \k=1

Iterasyon yapilir iken saglanmas: gerekli denklem

n
Z (DZJiGi =0
1=1

Bu denklemi saglayan 0 ’lar mod sekillerini vermektedir.
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Ornek:

Sekilde verilen saft disk sistemi i¢in dogal frekanslar1 Holzer metodu ile hesaplayiniz.

™

Kompresor ka=4MNm/rad  Tirbin
J1=8 kgm J,=6 kg

ko=2MNm/rad

Jenerator
J:=4 kgm2

Problemin ¢6ziimii asagidaki Visual Basic programi ile gerceklestirilebilir.

Private Sub Command]1_Click()

i1=8
i2=6
3=4

kt1 = 4000000
kt2 =2000000

Dim w, toplam As Double
Dim tetl, tet2, tet3, h As Double

tetl =1
h =500

wson = 2000

Picturel.Scale (0, 10000000)-(wson, -10000000)
Picturel.Line (0, 0)-(wson, 0)

For w =500 To wson Step 0.05

tet2 = tetl - (w2 /ktl) * (j1 * tetl)
tet3 = tet2 - (w2 /kt2) * (j1 * tet] +j2 * tet2)

toplam=w "2 *j1 *tetl + w2 *j2 * tet2 + w2 * j3 * tet3
'Print "toplam="; toplam

If Abs(toplam) <= h Then
Print "Dogal frekans (rad/sn)="; w
End If

Picturel.PSet (w, toplam), RGB(255, 0, 0)
Next w

Print "Bitti..."

End Sub
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Diodal frekans [rad/sn)= 707.099939333825
Dodal frekans [rad/sn)= 1224. 74939339935
bithi...

Hesapla

®1=0 rad/sn
®,=707.09 rad/sn %
®3=1224.75 rad/sn «——

Holzer metodu ile kiitle-yay sistemleri icin de dogal frekanslar benzer sekilde hesaplanabilir.

X n
= ' . = W P
2

ki
m

QO QO QO QO

Xl :1
(J)ZmIXl
X2 = Xl - k
1
02
X3 =X, _k_(mIXI +m,X,)
2
o2 il
X; =X —— > mX; i=23.--n
ki j=1
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Viskoz Soniimlii Sistemlerde Enerji Yutumu:

Harmonik hareket yapan vizkoz soniimlii bir mekanik sistemde 1 ¢evrimde (tam hareket)

yutulan enerji asagidaki sekilde hesaplanabilir. X harmonik titresim genligi ve o ise titresim
frekansi olmak {izere f(t)

x(t) = Xsin ot

x(t) = X cos ot ‘
x(t)

Vizkoz soniim elemani nedeni ile 1 ¢evrimde yutulan enerji

C
2n/®
AE = j F, xdt
d 7

t=0

21/ ® 21/ ® 21/ ®
AE = J.CX xdt = J. coX cos otwX cos otdt = IccozXz cos’ otdt = co’X co’X?

t=0 0 0 0

ela

Bir sistemin soniim orant sistemin farkli frekanslardaki harmonik zorlamalara cevabi
kullanilarak elde hesaplanabilir. Bir sistemin frekans cevabindaki en biiylik genlik degeri Hgr
Quality Factor, Q (Kalite Faktorii) olarak adlandirilir. Sistemin séniim oran1 Yar1 Gli¢ Noktasi
olarak (Half Power Point) adlandirilan (Frekans cevabindaki Maksimum Genligin 3 dB
(0.707*Hg) diistiigli noktadaki frekans degerleri ile elde edilebilir.

Yukarida verilen mekanik sistemde m=20 kg, ¢c=3000 Ns/m ve k=98 N/m olarak alinir ise
hareket denklemi

20% + 98 +3000x = f(t)

Sistemin sOnum orani

c 98 . . .
C= = = (.2 dir. Bu degeri Half power yontemi ile elde etmeye calisalim.
2+km 243000 *20

AE 797 = 1c®(0.707X)* = 0.5ncoX? = 0.5AE

Mekanik sistemin transfer fonksiyonu

1
20s2 +98s + 3000

H(s) =
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Sistemin sonlimsiiz dogal frekans1 o, = \/E = 1/% =12.247rad/sn
m

Frekans cevabindaki maksimum genlik 0.0008503 ve bu genligin okundugu frekans degeri

11.73 rad/sn dir.

1x1o'
MATLAB’den
(11.75, ()}.10008503)/' okunuyor
R

0.8

Hgr-0.707*Hg
0.707*Hgr

[H(s)|

8.97 13.96 |

0 | |
5 ®110 0215 20 25 30
Frekans (rad/sn)

Diistik soniimlii sistemler i¢in

Ao =0, —0; = 2o, dir.

20 2%12.247

n
gercek sonlim oranina ¢ok yakin bir degerdir.

p=C2m® 13932897 00) olarak elde edilir. Goriildiigii gibi bu deger sistemin
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Siirekli Sistemlerin Dogal Frekanslarinin Enerji Yontemi ile Elde Edilmesi:

Kiris benzeri siirrekli (continuous) yapilarin dogal frekanslar1 enerji yontemi ile
hesaplanabilir. Daha 6nceki konularda efektif kiitle yontemi ile, incelenen siirekli sistemlere
ait 1. dogal frekanslar yaklasik olarak elde edilmis idi. Burada kiris benzeri yapilara ait dogal
1. dogal frekans hesabi i¢in yine enerji yontemi kullanilarak sonuca ulasilacaktir.

Ele alinan ankastre bir kiris i¢in 1. dogal frekans degerini enerji yontemi ile hesaplayalim.
Sonlimsiiz bir sistem i¢in, enerjinin korunumu prensibi ile sistemin potansiyel ve kinetik
enerji toplamlar1 asagidaki sekilde yazilabilir.

Ekmax +Epmm = Ekmin +Epmax

Salinim yapan bir sistem i¢in sistemin kinetik enerjisi en biiyiik degerini aldiginda potansiyel
enerji sifirdir. Potansiyel enerjinin en biiyiikk oldugu durum igin ise kinetik enerji sifirdir.
Dolayist ile ankastre kirisin maksimum kinetik enerjisi ile maksimum potansiyel enerji
degerleri birbirine esittir.

Ekmax N Epmax

EpPmax

Z(x)

Sabit kesitli ankastre kiris i¢in potansiyel ve kinetik enerji ifadeleri su sekilde yazilabilir.

godz 40 _dz M 4o Mg,
j\M dx  dx dx> EI El

1 1 M? d’
Strain enerji dU=—Md0=———dx M?= (EI) [ z

l—'x 2 2 EI
z

d2

= —J-—dX Sabit kesitli bir kirig icin =~ U = —EII[
dx?

J dx olarak yazilabilir.
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Egilmeye titresimlerine maruz sabit kesitli homojen bir kiris i¢in potansiyel ve kinetik enerji
ifadeleri asagidaki gibidir.

L 2 \2 L/ 2 \2
EpzlelE dx:lEIJ'E dx
20 dx 2 2 0 dx?

L 2 L 2
1 dz 1 dz

B, =—[pA| & dx=—pa[| ] 4

k 2-(['3 [dt) TP l(dtj *

Ankastre bir kirisin dogal titresimine ait ifade su sekilde yazilabilir.
z(t,X) = Z(x)sin ot
Potansiyel ve kinetik enerji ifadelerinde kullanilmak iizere

d?z  d*7 . dz
—=——sinot, —=wZcosont
dx?  dx? dt

yazilabilir. Potansiyel ve kinetik enerji ifadelerinin en biiyiik degerleri esitlenir ise

2
1% (d?z 1k 5
—IEI ——sin ot dX=—.[pA(0)Zcosu)t) dx
20 dx? 20

yazilabilir. Siniis ve Cosiniis terimlerinin en biiyiik degerlerinin 1 oldugu dikkate alinir ise
L 252 L
.[EI d—? dx = O)ZJ-pAZZdX
o \dx 0

elde edilir ve ankastre kiris i¢in dogal frekans ifadesi

L 2,\2

[E1 d—f dx

dx

2 _0
Z =

(Q)

L
j pAZ2 dx
0

Dogal frekans ifadesine ulagmak i¢in ankastre kirise ait yer degistirme egrisi x’e bagl
dordiincti dereceden bir polinom ile su sekilde ifade edilebilir. Yazilan yer degistirme
ifadesinin siir sartlarini saglamasi gereklidir.

Z(x)=ax4+bx3 +ex?+dx+e

Ankastre bir kiris i¢in sinir sartlar1 agagida verilmistir.
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2 3
x=0"da Z(x=0)=0 ve 4z =0,x=L"de 4z =0 ve 4z =0
dx dx? dx*

Sinir sartlart kullanarak yer degistirme egrisi i¢erisindeki katsayilar su sekilde elde edilebilir.
b=-4al,c=6al?,d=0,e=0

Bu katsayilar yerine konarak kiris i¢in yer degistirme egrisi su sekilde yazilabilir.
7(x) = a(x4 —4Lx> + 6L2X2)

Bu sonug dogal frekans ifadesinde kullanilir ise

L(42z)
2 Elg(dxz] dx EIjOL [a(12x2—24Lx+12L2)]2dx

n

pAIfzzdx pA_IHa (x4 —4Lx> + 6L2x2)]2dx
0 0

L
, EIf all44x* - 576Lx® + 864L2x — 576L%x + 144L* Jix
W, =

L
pA| (x® —8Lx7 +2812x® - 48L3x® +36L%x* fix

0
El Bt EI
0 =— 1(5)4 =12.4615—
pA 104 9 pAL
45

PAL = my;;; oldugu dikkate alinarak ankastre kiris i¢in dogal frekans ifadesi

“)121 =12.4615E—I4:12.4615L3 2> o, =3.530 L3 (rad/sn)
pAL My L my; L

olarak elde edilir. Siirekli sistem yaklasimi kullanildigi i¢in bu frekans ifadesi tek serbestlik
dereceli sistem kabulii ile elde edilen degerden daha dogru cevabi verecektir.
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MAKINALARDA DURUM iZLEME VE ARIZA TESHISI
(CONDITION MONITORING AND FAULT DIAGNOSTICS)

Uygun bir tasarima sahip pek ¢ok makine ¢aligma durumunda diisiik titresim seviyelerine
sahiptir. Operasyon halinde makinelerde yorulma, asinma, deformasyon, taban oturmasi,
gevseme gibi durumlar olusabilir. Bu etkiler makinelerdeki bosluklarin artmasina, eksen
kacikliklarinin olusmasina, dengesizliklere, ¢atlak baslangiglarina vb. sebep olur. Tiim bu
etkiler makinelerde zaman igerisinde titresim seviyelerinin artmasina neden olur. Asiri
titresimler yataklarda ek dinamik kuvvetler olustururu ve zaman igerisinde titresim seviyeleri
giderek artar. Sonug¢ olarak makinelerde kopma, kirilma benzeri durumlar ortaya ¢ikar ve
makine devre dis1 kalir. Bu durum bazen insan hayatini tehlikeye sokacak nitelik tagiyabilir.

Bir makinenin émrii klasik olarak BATHTUB egrisi ile ifade edilir.

A Deterioration
(Failure Probability)

»
»

Time

«— P ——————— pe———————— >
Infant Mortality Useful period =~ Wearout (Aging) period
(Initial running- (Normal operation
in period) period)

Makinelerdeki arizalar titresim ve ses seviyeleri ile iliskili oldugundan, titresim seviyeleri
BATHTUB egrisine uygun olarak degisim gdosterir. Makinelerde ilk ¢alisma zamanlarinda,
temas eden yiizeylerin birbirlerine alismas1 (ylizey diizgiinsiizliikleri nedeni ile siirtlinmeler)
sirasinda titresim seviyeleri yiiksek olarak izlenebilir.  Daha sonra normal c¢alisma
periyodunda titresim seviyeleri diigiis gosterir, fakat olusan asinmalar dolayisi ile normal
calisma periyodunun sonlarina dogru titresim seviyelerinde artis gozlemlenir. Asinmalarin
zaman igerisinde artmasi dolayis1 ile wearout periyodunda makinede kalici hasarlar
gozlemlenebilir.

Bir makine icin makine sagligini takip etmek i¢in temel olarak ¢ farkli yOntem
bulunmaktadir.

1. Breakdown Maintenance: Makinenin caligmasi sirasinda durum tespitine yonelik bir
calisma yapilmaz, makinede de ariza oldugunda yenisi ile degistirilir. Diisiikk bedelli
makineler i¢in bu yontem uygun olabilir.

2. Preventive Maintenance: Belirli periyotlar ile makine bakimi yapilir. Kontroller sirasinda
makine durdulur ve makinenin durumu incelenir. Duruslar nedeniyle iiretim kayiplart soz
konusudur ve verimli bir yontem degildir.

3. Condition-Based Maintenance: Bu yontemde belirli periyotlar ile bakim yerine dl¢limler
yapilir. Bu oOl¢iimler ile makinenin durumu izlenir. Ariza baslangi¢lar1 bu sekilde tespit
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edilebilir. Makine duruslar1 olmadigindan {iretim aksamaz. Periyodik olarak dlgiilen titresim
seviyelerinden yola cikilarak makinede ne zaman ariza olacag kestirilebilir. Bu nedenle bu
yaklasima Kestirimei Bakim (Predictive Maintenance) adi da verilir. Bu yontemde bakim
masraflar1 diisiiktiir ve makinede kontrolsiiz ani arizalar gdzlemlenmez.

Durum Esasli Bakim (Condition Based Maintenance) ile makinede 6l¢iilen titresim seviyeleri
asagidaki egriye benzer.

4 Titresim seviyeleri ®
® Bakim yapilmamasi
e © . .
° ° gbzlemlenir

® durumunda hasar
1
1
1
1
]
]
1
1
1
1
1
1
]
]
1
1

Periyodik 6l¢timler

Makinelerde durum izleme (Condition Monitoring) ¢alismalart su yoOntemler ile
yapilmaktadir.

MAKINELERDE DURUM iZLEME TEKNiKLERI
(MACHINE CONDITION MONITORING TECHNIQUES)

ISITSEL  GORSEL OPERASYONEL SICAKLIK YAG ANALizI ~ TITRESIM
(AURAL) (VISUAL) DEGISKENLER (TEMPERATURE) (WEAR DEBRIS) (VIBRATION)
(OPERATIONAL
VARIABLES)

Titresim analizi makinelerin durum izleme calismalarinda giliniimiizde en ¢ok kullanilan
yontemdir. Titresim analizinde temel asamalar, makinelerin uygun boélgelerinden titresim
sinyali alma, bu sinyali farkli yontemlerle isleme ve elde edilen sonuglar1 ariza varlig1 veya
yoklugu agisindan yorumlamaktir. Makinelerin izin verilebilir titresim seviyeleri ISO 2372
standardi ile verilmistir.
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IS0 2372 (10816) Standards provide guidance for evaluating vibration severnity in
machines operating i the 10 to 200 Hz (600 to 12,000 EPM) frequency range.
Examples of these types of machines are small, direct-coupled, electric motors and
pumps, production motors, medium motors, generators, steam and gas turbmes,
turbo-compressors. turbo-pumps and fans. Some of these machines can be coupled
rigidly or flexibly, or connected through gears. The axis of the rotating shaft may be
honizontal, vertical or inclined at any angle. Use the chart below combined with
additional factors described in this manual to judge the overall vibration sevenity of

Vour equipment.

VIBRATION SEVERITY PER ISO 10816

Machine

inls

mm/s

0.01] 0.28

0.02| 0.45

0.03| 0.7

0.04] 1.12

machines

Class Il
medium
machines

Class |
small

0.07/ 1.80

0.11] 2.80

foundation

Class IV
large soft
foundation

Class Il
large rigid

0.18| 4.50

0.28/ 7.10

0.44] 11.2

Vibration Velocity Vrms

0.70
0.71

18.0
28.0

1.10{ 45.0

Makinelerde titresim analizi ile durum izleme yontemleri su sekilde siniflandirilabilir.

TIiTRESIM ANALIZi iLE MAKINELERDE DURUM iZLEME TEKNiKLERI
(MACHINE VIBRATION MONITORING TECHNIQUES)

ZAMAN ORTAMI (TIME DOMAIN) ANALIZLERI

> DALGA FORMU (WAVEFORM)
> SAFT YORUNGELERI (SHAFT ORBITS)
>

{

FREKANS ORTAMI

QUEFRENCY DOMAIN (CEPSTRUM)

(FREQUENCY DOMAIN) ANALIZLERI ANALIZLERi

ISTATISTIKSEL ANALIZLER (STATISTICAL ANALYSES)

!

v

BIRLESIK ZAMAN FREKANS ORTAMI
(JOINT TIME-FREQUENCY DOMAIN)

ANALIZLERI
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Zaman Ortami Analizleri:

Dalga Formu : Bu yontemde titresim sinyallerinin dalga formunun temel 6zelliklerine ve
sinyal icerisindeki hata gdostergesi olacak nitelikteki form bozukluklarina veya genlik
artislarina bakilabilir. Dalga formu incelenir iken sinyale ait baz1 biiytikliikler karsilastirilir.

Harmonik bir sinyal i¢in bu bilgiler sunlar olabilir.

Yer degistirme, hiz, ivme

Harmonik bir sinyal i¢in RMS
Period,
~e— 7. —)-I T
— x| =% RMS = lszdtzpeak
_____________________________ T 2
Peak T
> Time. 1 Peak to peak
0 Crest Factor = ————
Peak to RMS
_____ X+

Saft Yoriingeleri: Bu yontemde saft yoriingesindeki sapmalara bakilarak ariza mevcudiyeti
hakkinda yargiya varilir.

y yer degistirmesi (mm) | jssajous egrileri

y !
X

x yer degistirmesi (mm)

Istatistiksel Analizler: Bu yontemde titresim sinyallerine ait farkl istatistiksel gostergeler
kullanilarak, hatasiz ve hatali sinyaller arasindaki farkliliklardan hareketle hata tespiti
yapilmaya calisilir.

Bu istatistiksel gostergeler Istatistiksel Yogunluk Egrileri (Probability Density Curve), ve
farkli tiirden momentlerdir. Bu momentlerden bazilar1 N 6rnege sahip bir x titresim sinyali
icin agagida verilmistir.

)
mean:i:—in

i=1
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N
Stan dart Sapma = ¢ = \/iZ:(xl —i)z
N3
X 3
> (x; -%)
Skewness = 1:1—3
No

%(Xi -x)*

Kurtosis = ‘—4
No 4
> veya RMS

Frekans Ortam Analizleri:

Bu analizlerde titresim sinyalinin frekans igerigi Fourier Transformu ile belirlenir ve frekans
icerigi icerisinde Onceden hesaplanabilen hata frekanslarinin olup olmadig1 kontrol edilir.
Frekans iceriginde hata frekanslarinin mevcudiyeti, incelenen makinede hata oldugunun bir
gostergesidir. Bir rulman i¢in bolgesel hatalara ait frekanslar rulman 6zellikleri kullanilarak
asagidaki gibi hesaplanabilir.

e 7= Bilya sayist
— e D=Pitch diameter
R D=Bilya c¢ap1
D f=Saft frekanst Kafes frekansi = f, = 1 Zf,(1+C)
Rl ARttt B o=Temas agis1 2

I¢ Bilezik Hatas1 = f; = 1 Zf,(1+C)

C= icos o 2
b 1
D Bilezik Hatas1 = — Zf,(1-C)
2

Bilya — Masura Hatas1 = %fSC (2 - C)

Quefrency Domain Analizleri: Bu analiz tipinde titresim sinyalinin FT (Fourier Transform)
doniisiimiiniin tekrar Fourier doniisiimii alinarak (Cepstrum) elde edilen doniisiim sinyalleri
incelenir.

Bir x(t) sinyalinin Fourier transformu F{x(t)}ise, bu sinyalin power spektrumu
S, (@) = |F{x(t)}|2 seklindedir. Sinyalin Cepstrum’u ise
C(x) = [FllogS (@)} seklindedir.

153/154



Mekanik Titresimler Ders Notlari

Magnitude Gamnitude
. A Cepstrum
FFT

»
»

»
>

Frequency (Hz) Quefrency (sn)

Harmonics Rahmonics

Birlesik Zaman-Frekans Analizleri: Arizali titresim sinyalleri genel olarak farkli
zamanlarda farkli frekans iceriklerine sahip olan (Non-Stationary) sinyallerdir. Bu sinyallerin
sadece frekans ortaminda analizleri yapildiginda arizanin titresim sinyali i¢erisindeki zaman
bilgisi (veya tur bilgisi) elde edilememektedir. Arizanin bir titresim sinyali i¢erisindeki zaman
bilgisi Kisa Zamanli Fourier Doniistimii (Short Time Fourier Transform) veya daha gelismis
olan Wavelet Analizi ile belirlenebilir. Wavelet doniisiimii son yillarda titresim sinyallerinin
analizinde ar1za tespitine yonelik olarak siklikla kullanilmaktadir.
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DEU MAKINA MUHENDISLiGi BOLUMU
MEKANIK TITRESIMLER ARASINAYV 1-12.11.2008

Ad Soyad S1 S2 S3 S4 )y

No

S1. a) Sckilde verilen igten

yanmali motor ve bagli oldugu I./ Gergeve

sisteme ait iki serbestli dereceli bir

matematik model olusturunuz.

Igten yanmali motor sistemde - ——> Motor

dengesizlik tiirinden dis zorlama .

olusturmaktadir. (Toprak zeminin ,/” ‘

soniim ve direngenligini dikkate \ /

aliniz). N el ™ Elastik
-E E- takoz

b) Asagidaki sistemler i¢in dogal frekans ifadelerini elde ediniz.

G,J,L -
/ § —1 1x0

2k -
t
l" o y vx()

L % k Kesit alan1 A

disk
(b1) AN (b4)
(b2) (b3)

¢) 600 kg kiitleli bir makine basit mesnetli bir ¢elik kiris {izerine monte edilmistir. Kirig boyu
3 m’dir ve 0.5x0.1 m dikdortgen kesite sahiptir. Kiris malzemesine ait elastisite modiilii
(Young’s modulus) E=2.06E11 N/m” dir. Kiris orta noktasinin statik ¢6kme miktarini ilk
¢okme miktarinin (yay yok iken) 1/3’iine diistirmek i¢in kiris orta noktasina eklenmesi gerekli
yayin direngenligini hesaplayiniz. Kiris kiitlesini ihmal ediniz.

— *E LL

o A
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S2. Yandaki sisteme ait hareket
denklemini yaziniz ve dogal frekans
ifadesini  sistem  parametreleri
cinsinden ifade ediniz.

S3. Sekilde goriilen lokomotif 2000
kg kiitleye sahiptir. 10 m/s hiz ile
ilerleyen lokomotif yol sonunda
goriilen  sOnlimleyici  sistem ile
durdurulmaktadir.  Lokomotif  ve
soniimleyici bulustuktan sonra
birlikte hareket etmektedirler.
Sonitimleyici icerisindeki yay
katsayis1 k=40 N/mm ve amortisor
sOniim katsayis1 degeri ¢c=20 Ns/mm
dir. Lokomotif soniimleyici ile
bulustuktan sonra lokomotifin yaptigi
hareketin zamana gore degisimini
yaziniz.

S4. Sekilde goriilen taglama tezgahi
direngenligi (k) 1000 kN/m, soniim
katsayis1 (c) 1000 Ns/m olan bir
isolatér {izerine monte edilmistir.
Taglama tezgahinin ve {izerindeki
ekipmanlarin toplam agirligit 5000
N’dur. Tezgahin oturdugu zemin
tezgaha yakin bir kaynak dolayisi ile
sekilde verilen formdaki bir harmonik
zorlamaya maruzdur. Taslama tezgahi
icin izin verilen en biiylik yer
degistirme degeri 1 pm’dir. Bu degeri
agsmamak i¢in zemin titresimlerine ait
en biiyik genlik Y ne olmalidir.
Isolatér soniim katsayisini arttirmanin
taglama makinesi yer degistirme
genligine etkisi ne olur? Agiklayiniz.

Kiitlesiz rijit eleman

2k A
m
d r'y
[ Doénel yay
| - 2L/3
k m -‘ B—Y
N
N
m
k/2
v
—> { ¢
k/2
W

Taslama makinasi

AAA,
(444

10 T y(t) = Y sin(2007t)

-

Sinavda soru ¢0zUmu icermeyen 1 adet A4 Formiil kagidi kullanilabilir.
Sinav siiresi 90 dakikadir. BASARILAR.
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DEU MAKINA MUHENDISLiGi BOLUMU
MEKANIK TITRESIMLER ARASINAYV 2-17.12.2008

Ad Soyad S1 S2 S3 S4 X

No

S1. Sekilde verilen iki serbestlik dereceli sistemin gosterilen sekildeki harmonik zorlama
etkisinde x; ve x; yer degistirme genliklerini hesaplayiniz.

X1
- o

. m=20 kg
2k k (9 5205100 2000 N/m

2m

A\

S2. Sekildeki ankastre kiris 10 Newton siddetinde bir harmonik bir zorlama etkisindedir ve
rezonans durumunda calismaktadir. Kiris ¢elik malzemeden imal edilmis olup yogunlugu
p=7800 kg/m’ ve elastisite modiilii E=2x10"" N/m?* dir. Ankastre kirisin tek serbestlik dereceli
bir yay kiitle sistemi olarak diisliniilmesi durumunda 1. dogal frekans ifadesi asagida

verilmistir.
EI
o, =3.52 — (rad/sn)
< 400 mm N my gL
f(t)=10 sinot (N)
1 [ iomm
| 30 mm
W

Ankastre kiris u¢ nokta titresimlerini yok etmek icin kiris ucuna sekilde goriildiigli gibi bir
yutucu ilave edilecektir. Eklenecek yutucunun kiitlesi 0.2 kg olarak secilecektir. Bu durumda
yutucu yay katsayisini belirleyiniz. Yutucunun eklenmesi ile olusan sistemin dogal
frekanslarini hesaplayiniz ve mevcut durum i¢in yutucunun yer degistirme genligini bulunuz.

S3. a) Sekildeki tek serbestlik dereceli sistem 20 N siddetinde bir impuls zorlama ile
uyartlmistir. x(t) yer degistirmesini bulunuz.

‘f(t)=20 d(t)

i m=12 kg
i v X0 k=6000 N/m
k c ¢=200 Ns/m
NN
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S3. b) Dogal frekansi 15 Hz olan bir sismometrenin soniim orani {=0.5 dir. Sismometrenin
%?2’den diisiik hata ile 6l¢iim yapabilecegi en diisiik frekans degeri nedir?

S4. Sekildeki iki serbestlik dereceli disk-mil sisteminde genel koordinatlar 0, ve 0, dir. Mil
kiitleleri ihmal edilmektedir. Sistem t=0’da 0;(=0=0.1 radyan, 0¢=0=0.15 radyan’dir.

\\

Ji

J>

k=2000 Nm/rad
ki»=1000 Nm/rad
J1=4 kgm®
J,=2 kgm2

Sistemin dogal frekanslarini bulunuz. 0, genel koordinatini referans alarak Modal matrisi
olusturunuz. Verilen baslangi¢ sartin1 kullanarak 6,(t)’yi bulunuz. (Modal analiz ydntemi

kullanilacaktir).

Sinav Siiresi 100 Dakikadir. BASARILAR.
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ARASINAV 2 COZUMLER

Cl1.

E, =%mx12 +%2m>’<2, E, =%2kx12 +%k(x2 —x,)%, SW=fdx,

le +3kX1 —kX2 =0 (1), szZ +kX2 —kXI = f(Z)

20%, +6000x, —2000x, =0
40% 5 +2000x , —2000x,; = 20sin (10t)

X (t) = X sin(10t) ve x, (t) = X, sin(10t) olarak kabul edilir. Bu durumda
X (t) =—100X, sin(10t), X, (t) = —=100X, sin(10t)

Bu ifadeler yerine konur ise

4000X; —2000X, =0 > X, =-0.0033m
—2000X; —2000X, =20 X, =-0.0067m

C2. myiri=0.936 kg, T1iis=2.5x10" kgm®

11 4 -9
o, =3.52\/2XlO 2'5"130 =321.5879rad/sn = 51.1823 Hz
0.936*0.4

. kyutucu .
Myyuew =0.2 kg D 0y =321.5879 = 02 2 Kyuue=20684 N/m

_FO

Yutucunun yer degistirme genligi =» x =-0.4834mm

yutucu =
k yutucu

Yutucu eklendikten sonra olusan iki serbestlik dereceli sistemin dogal frekanslar1

2
©, = wkirig\/(1+%j¢1fu+%

n’lyutucu 02 02
u= =733 "33
Mg ererit > m s —.-0.936
140 ™" 140

o, =203.0762rad/sn, ®, =509.2610 rad/sn

=0.9065,

C3.
a)€ = _ 200 =0.3727,0, = 1/M =22.3607rad/sn,
24/6000*12 12

wg = 0 1-&2 =20.7497rad/sn, x(t) = 0.0803¢ 53338 5in(20.74971)
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b) Sismometre kurali r>3 olmali.

2
1.02 = = 11=4.9730, r,=1.0209 =» r; kullanilir.

\/(1 r)2 2§r
fnin=4.9730%15=74.5950 Hz.

C4.

1 2 1 2 1 A2 1 A2
E, =—ky67 +=k»(0,-06;)",E, ==J,0] +=J,0
Py t1v1 B t2( 2 1) k ) V1 ) 2Y2

46, +30000, —10000, =0 |4s2 +3000 —1000 {91} {0} ,
.. = ,S=10
26, +10000, —10000, = 0 —~1000  2s*+1000|(62) (O

— 40 +3000 ~1000
~1000 202 +1000

det }:0 = Sw* —100000> + 2000000 =0, > =z

z; =1000, z, =250=» o; =15.8114rad/sn, ®, =31.6228rad/sn

Birinci denklemden

0, 1000

0, 3000—4w>

; 1000 05
1 =250 2 0, =93000-4%250 (>
1

) 1000 .
®; =1000 =2 @, =43000-4*1000 ,
1

Modal matris J ﬁ
05 -1
P= ,
1 1

) 4 A
4 0(]6, N 3000 —1000 |6, B 0
0 2]|6,] |-1000 1000 ||6,] |0
30 750 0
PTIP= PTK,P=
0 6 0 6000
Modal koordinatlarda hareket denklemi

3 0//q 750 0 0] . 0 0.1
.(.h + dl_ , Ik sartlar =» 01~

_ I 1 0.1665
e:Pqer_ 16091)1 det(P)|: 1 05:|9{Q()}:{ }

—0.01665
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Modal koordinatlarda iki adet bagimsiz denklem mevcut,

3G, +750q; =0
68, +6000q, =0

1. denklem cevabi

q;(t) = Acosmt+Bsino;t, ilk sartlardan A=0.1665, B=0
q;(t) =0.1665co0s15.8114t

2. denklem cevabi

q,(t) = Acosm,t + Bsinw,t, ilk sartlardan A=-0.01665, B=0

q,(t)=—0.01665c0s31.6228t
P

K_H
0,()] [0.5 —1[ 0.1665cos15.8114t
0,(1)) | 1 1 |]-0.01665c0s31.6228t

0;(t) =0.08325c0s15.8114t+0.1665c0s31.6228t
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(30)

(30)

(30)

DEU MAKINA MUHENDISLiGi BOLUMU
MEKANIK TITRESIMLER FINAL SINAVI (21.01.2009)

Ad Soyad SI 2 S < -
No
S1. Sekilde verilen sistemde f; ve T T

f, girdi, x;, X» ve x3 ciktilardir.
Sistemin hareket denklemlerini
elde edip matris formunda
gosteriniz.

S2. Sekildeki ankastre kiris 2m ve m
degerlerine sahip 1iki adet kiitle
tasimaktadir. Kiris kiitlesi ihmal
edilmektedir.  Sistemin  esneklik
matrisini elde ediniz ve dogal
frekanslarint hesaplayiniz. 1. dogal
frekans1 Dunkerley metodu ile de
hesaplayiniz.

2k

2k

L/2 |
2m

—@

Iy ™

E, 1

m
®
b

E=2x10" N/m?
1=11.25x10% m*
L=1m

m=3 kg

S3. Sekildeki yay-kiitle-amortisor sisteminde m kiitlesinin etkisi ile olusan statik ¢cokme 10
mm’dir. Yay kiitle sisteminin harmonik zorlama cevabi’da sekilde verilmistir. Kiitlenin yer
degistirme genliginin 5 mm’den fazla olmamasi i¢in uyarim frekansi en az ne olmalidir?

‘f(t)ZSO sinwt

m |—

¥ x()
=1

m=5 kg X
F, / k

N

T T T T T T T T T
LLL”LLLLLJJJJ
| | | | | | | | |

7 D s e o H i i i A S

L e O O e I R
e e ([
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Yay kiitle sisteminin ilk sartlar altindaki serbest titresim cevabi sekilde verilmistir. Sistemdeki

amortisoriin sonlim katsayisini hesaplayiniz.

0.02

0.015

0.01 1

0.005

x(t) ol

-0.005-FF-I¢

-0.015 U 777777

-0.02

-~ X 1.607
Y:0.001527

| |
| |
| L
| |
| |
l l
| T
| |
| |
|
-o.01~——U———; 7777777 L
| |
l l
| T
| |
| |
l l
1

(30) S4. Sekilde goriillen ankastre-ankastre kiris igin yer degistirme egrisi y(x) ile ifade
edilmektedir. Bu ifade de ¢, sabit bir katsayidir. Verilen yer degistirme egrisini kullanarak

kirige ait ilk dogal frekans1 elde ediniz.

E I p, A, L

Sinav siiresi 110 dakikadir. BASARILAR...
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Orgin DEU MAKINE MUHENDISLIGI BOLOMU

i0 MAK4041 MEKANIK TITRESIMLER 1 ARASINAV 10.11.2009

AD SOYAD SL | s2 | S3 | s4 | s5 | %
NO

S1. Sekilde verilen mekanik
sistemin hareket denklemini elde

ediniz. Sisteme ait dogal frekans
ifadesini yaziniz.
N

S2. Sekilde verilen ankastre Kkiris

destekli soniimsiiz sisteme etki eden

kuvvet F(t)=50sin(20t) formundadir. F(t)

Sistemin dogal frekansini ve F(t)

kuvveti ile olusan titresim genligini

a) Kiris kiitlelerini ihmal ederek

b) Kiris kiitlelerini dahil ederek

hesaplayimiz. bs=20 mm m=4 kg b,=30 mm

h;=5 mm h,=3 mm
L1=400 mm L,=600 mm
E,=70%10° N/m’ E,=210%10° N/m®
p1=2700 kg/m® p2=7800 kg/m*

S3. Sekilde verilen mekanik sistemin
girdisi  F(t) c¢iktilar1 ise x; ve xp’dir.
Mekanik sistemin hareket
denklemlerini elde ediniz ve matris
formunda gdsteriniz.
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S4. Bir mekanik sistemde
statik ¢cokme degeri 2.48 mm
olarak Olclilmiistir. Bu
mekanik sistem i¢in yapilan
bir serbest titresim deneyinde
0.1 m’lik bir ilk yer degistirme
ile Olgiilen serbest titresim
egrisi  sekilde  verilmistir.
Serbest titresim cevabindaki
farkli anlar i¢in  genlik
degerleri sekil  iizerinde
gosterilmistir. Sistemin serbest
titresimlerine  ait  hareket
denklemini yaziniz.

0.12
0.1j 0.06032 m
0.08 /
0.06 | n
004
£ 002
<

s ot
G

-0.02
-0.04 V

-0.06 | U

-0.08 -

0.008025 m 1

!

-0.1 ‘
0 0.2

0.4
Zaman (sn)

0.6 0.8 1

S5. Sekilde verilen basit mesnetli soniimlii kiris-kiitle sistemi sekilde goriildiigii gibi bir

harmonik zorlama etkisindedir.

Amortisér ve m Kkiitlesi kirig orta noktasindadir. Kirig

kiitlesini ihmal ediniz. Harmonik zorlama etkisinde kiris orta nokta ¢okmesinin z(t) zamana
bagli ifadesini yaziniz. Zorlama frekansi bir miktar arttirildiginda kiris orta nokta titresim
genlikleri azalir mi1, artar mi1? Sistemin rezonans frekansini ve rezonans genligini hesaplayiniz.

lF(t)=

10sin(32t)
E,L

50 mm

Siav siiresi 90 dakikadir. Sorular esit puanlidir. Basarilar.
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L=1m

m=2 kg

c=12 Ns/m
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ARASINAV-1 COZUMLER

. \2
E, =Lomi® + L1, (1252 ] =L om+ 12023 2,
2 2 L) 2

L2
1., 1 x )1 , 1 2
E, =—2kx?+—k| 1.25=L | =—[2k+1.5625k[x* = —3.5625kx
2 2 L 2 2

SW = MS(IQS%) —cxdx —2¢(1.25%)8(1.25x ) = {1.25%— 4.125 cx} 5x

x’e gore Lagrange denklemi uygulanir ise hareket denklemi asagidaki gibi elde edilir.

. X +4.125ck +3.5625k x = —— M(t)
L L

{2m+ 1.5625 Io} 1.25

Dogal frekans ifadesi

3.5625k

= d/
@ I5625  (radisn)
2m+?10

C2. Ankastre kirislerin ug
noktalarindaki ¢Okmeler m
s

aynidir, dolayis1 ile kirisler
paralel bagli yaylar olarak
distinilir. K, ks

a) Kiriglere ait direngenlik ifadeleri.

33 70x10° 0-02X0.005°

3E,I
k, =t 12 _683.5938 N/m
L 0.4
3
1 axaloxlg 0030008
Ky =22 = 12 _196.8750 N/m
L, 0.6

k., =k, +k, = 880.4688 N/m
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Kirig kiitleleri ihmal edildiginde sistemin dogal frekansi

k
®, = :1/M =14.8363 rad/sn
m 4

Sonlimsiiz tek serbestlik dereceli sistem harmonik zorlama cevabi x(t)=Xsinot’den cevap
genligi bulunabilir.

X 1 4
Lo PR SOSS0AESS 000
F/k 1-r ® . ( 20 j

- ®, 14.8366
h L
b) 1. kiris igin kiris u¢ noktasindaki efektif kiris kiitlesi m,,, = 33‘)11]1% =0.0255kg
h,L

2. kiris igin kiris u¢ noktasindaki efektif kiris kiitlesi m,_, = % =0.0993 kg

Kiris efektif kiitleleri ile 4 kg’lik kiitle degeri toplanir ise kiris u¢ noktalarinda hareket eden
toplam esdeger kiitle m, =m+m, +m, ;. =4.1248kgolarak elde edilir. Bu durum igin

sistemin dogal frekansi

880.4688 =14.613rad/sn ve harmonik titresim genligi
4.1248

50/880 4688
(20
14.613

C3.E, = ;m X| + ;mzxz, E, =—k,(x, -x,) +%k2 (x, -x,) +%k3xl2

——0 0650 m’dir.

8W = F(t)8x, —¢, (%, — %, )8(x, —x,)—¢,x,8x,

Lagrange denklemi uygulanarak hareket denklemleri elde edilir (Diger yontemler de
uygulanabilir)

m, %, +(c, +¢,)%, —¢,%, +(k, +k, +ky)x, —(k, +k,)x, =0
m,X, —C€,X; +¢,X; _(kl +k, )Xl +(k1 +k2)X2 =F(t)

Hareket denklemleri matris notasyonunda asagidaki sekilde gosterilebilir

m, 0 [[|X c,+c, —c¢ |[x, k,+k, +k; —(k +k))||x,| [ O
0 m |5 | —e o 1] | -k +ky) (k) |1 E@®
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C4. Statik ¢cokme ifadesinden yararlanilarak sistemin dogal frekansi hesaplanir.

®, = g :\/ 081 =62.89rad/sn.
d 0.00248

statik

Logaritmik dekreman ifadesinden yararlanarak sistemin soniim orani hesaplanir.

5= lln(wj 0504, C=—2 _0.08
4 0.008025 Jar? + 52

Mekanik sisteme ait serbest titresimleri ifade eden hareket denklemini asagidaki sekilde
yazabiliriz.

X+20w X +0.x =0 = X+10.0624% +3955.2x =0 seklindedir.

Soruda istenmemis olmakla birlikte kiritik alt1 soniimlii bu sistemin serbest titresim cevabi su
sekilde yazilabilir (xo=0.1, x, = 0)

©, =0, /1§ =62.89+/1-0.08" = 62.6884 rad/sn.
. 2 2
+ -
x(t) = \/(Xo C(ano) (Xo(ﬂd) o Cot sin(mdtﬂan‘l[ X09q D

(OF] X0+CO*)HX0

x(t) = 0.1 5in(62.6884t + 1.4749)

C5. Kiris orta noktasi i¢in direngenlik, k = 4iSEI dir. m
l z(t)
3
48x70x10° 0.05x0.005 L |
k= s 2 _1750N/m k

Sistemin dogal frekansi

O, =, /E = 1/17% =29.58rad/sn. Sistemin sOnliim orant
m
2 12

(=— ¢ - 12 ~0.1
2mo, 2x2x29.58 118.32
Kritik alt1 soniimlii sistem i¢in kiris orta noktas1 harmonik cevabi agsagidaki sekilde yazilabilir.
x(t) = Xsin(wt — (p)
Zorlama frekans1 ®=32 rad/sn’dir. Dolaysi ile frekans orani r=o/w,=1.0818"dir.

X = F/k _ 10/1750 — 0.0208 m.

Jeo) (-2 (2x0.1x1.0818) +(1-1.0818*)

14 of 23 Ornek Sorular



¢=tan" (12@2 j =tan” (%J =—0.940rad.
—-T -1.

x(t) = 0.0208sin(32t +0.94) dir.

2.5 ;
2 1 .
Do
ol
o
15" | i Artan zorlama |
x N frekansi
z i
4 o
1 1o 1
e
| I 1
| I !
U
1 1
05" 0 -
o
[
[ | |
[ | 1
0 | i 514)818 | | |
0 0.5 /1 1.5 2 25 3

©0r=29.2827 rad/st¥

Sekilden goriildiigl gibi zorlama frekansini bir miktar arttirmak frekans oranini arttiracak ve
kiris orta nokta titresim genlikleri azalacaktir.

Rezonans frekanst o, =, +/1—2&* =29.2828rad/sn.
F/k 10/1750

2w 1= 2x0.1W1-0.12

=0.0287m.

Rezonans genligi X, =
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DEU MAKINE MUHENDISLIGI BOLUMU
MAK4041 MEKANIK TITRESIMLER 2. ARASINAV 15.12.2009

AD SOYAD S1 S2 S3 S4 X

NO

S1. Sekilde verilen mekanik sistem i¢in lizerine etki eden periyodik zorlamaya cevabi 4 terim
alarak bulunuz. (n=1,2,3 ve 4 alinacak).

m=20 kg
k=9000 N/m
f(t
‘ X(.t) 410 c=140 Ns/m

fi(t)
k =) T
m M

Varag:
S2. Sekilde verilen g¢eyrek arag T x(®)
modeli i¢in ara¢ hiz1 80 km/h dir. | m —
Arag titresim genliklerini ve bu m=400 kg
frekansta araca etki eden kuvvet k=200 kN/m
genligini hesaplayiniz. Amortisor k —| ¢=2500 Ns/m
katsayisinin arttirtlmasinin  arag C Y=0.05 m
titresim  genlikleri ve araca
iletilen kuvvet genligine etkisi ne

olur  (Azaltir/Arttirir)  grafik

tizerinde agiklayimiz. y(t) = Y sin ot
Pt |

S3. Sekilde wverilen donel sistemde
zorlama  M(t)=60sin50t  formundadir.
Sistemin titresim genliklerini sifirlamak
icin tasarlanacak 0.2 kgm® kiitle atalet
momentine sahip yutucu icin donel yay
sabitini belirleyiniz.

J1=1.2 kgm®

k=900 Nm/rad
J,=0.2 kgm®

Yutucu eklendigi durum i¢in yutucu agisal
titresim  genligini derece olarak
hesaplaymiz. Zorlama frekansinin 4 Hz s .
olmast durumu igin ana disk (0,) ve J punnEelenes ) 0
yutucu (8y) icin agisal titresim genliklerini yromamuananae y
hesaplayimiz (radyan).
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S4. Sekilde verilen iki serbestlik dereceli sisteme ait hareket denklemleri asagida verilmistir.
Sistemin dogal frekanslarini hesaplayiniz. Titresim bi¢imlerini bigimlerini elde ederek modal
matrisi olusturunuz. F(t)=50 cos8nt i¢in X; ve X titresim genliklerini hesaplayiniz.

X2

X f 1o ,

L2

m=30 kg
k;=2000 N/m

ko
k,=4000 N/m

25{'+25§+kx—£
1T X2 TRX =S

3

25<'+25i+kx—£
1Ty X2 TR =y

6

Sinav Siiresi 100 Dakikadir. Basarilar.

Yrd.Do¢.Dr. Zeki Kiral
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Cl1.

Sistemin hareket denklemi

20% +140% +18000x = f(t), ®, = ,/—1820(?0 =30 (rad/sn), C = 5

~50 0<t<l
f(t) =
100 1<t<2

COZUMLER

T=2sn. o= 2T_n = %E =m (rad/sn) [Temel frekans]

a 4 4 )
f(t) :?°+Zan cosnt + Y b, sin not

n=l

n=l

Fourier katsayilar1 hesaplanir ise

a,=50,a,=0,b, :@cos(nn—l)
nn

[k dort terim alinacak

300

300

b, =——,b=0, b, =———, bs=0
3n

T

50 300 .

f(t)=————sinmnt —@sin%t
2 T 3n

Bu fonksiyon asagidaki gibidir.

(t) [N]

-100

150

100

50+

-50

140

+/18000x20

Zaman [sn]
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Terim sayis1 arttirilir ise f(t) fonksiyonuna daha ¢ok yaklagilabilir.

f(t)= 50 _300 sin Tt — 390 sin 37t — 390 sin 57t — 300 sin 77t — 300 sin97t i¢in fonksiyon
2 T 3n St n on
150
100" RN\/\A M w
50
Z.
DY S ) A (R R R ]
50 |V ) VW :
-100
0 1 2 3 4 5 6
Zaman [sn]
seklindedir.

Dolayis1 ile x(t) farkli frekans ve genliklerdeki harmonik cevaplarin toplami seklinde
olacaktir.

300 300

50/2 o ‘ I .
= + H(r)sin(wt — + H(3n)sin(37wt —
15000 | T8000 HCDsin(t — 1) |+ Lo HGm)sin(3nt — ;)

x(t)

H(n)= ! = ! =1.0108

CRIRCaR GRS

20— 2x0.1167 =
—tan'| —— 30 | _0.0247 rad

SIREC
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1 1

H(3n)= = =1.1059
2)\? 2 37\ 2 37\
I G B Tl 1-(] +(2x0.1167xj
o, o, 30 30
3m
ZCOT 2x0.1167°7
@, =tan” | ——"— |=tan™ —230 =0.0812 rad
)
o, 30
_300 _300
x(t) = 072 1 _=n 1.0118sin(nt —0.0247) | +| —3%-1.1059 sin (37t — 0.0812)

18000 | 18000 18000

0.02

0.018

0.016

0.014|

x(t) [m]

0.012

0.01r

0-008 1 1 1 1 1
0

Zaman [sn]

C2. v=80 km/h=22.22 m/sn. A=4 m.

c 250
2mo, 2x400x22.36

k 200000 0 34.9
O, =.—= =2236rad/sn r=—=——=1.56 (r>+/2
"“Vm V400 o, 22.36 (42)

n

14262 J1+(2x0.139x1.56)>

X = . Y = 0.05=0.036 m
J(1 2] + (g \/(1—1.562)Z +(2x0.139x1.56)*

2nv 2nx22.22
=

o= =349rad/sn, €= 139
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a5t :
4+ 4
el 1 | ©>+/2 oldugu igin amortisdr
3t { | katsayisinin arttirilmasi
X el | | (soniimiin arttirilmasi) kiitle
7 SN titresim genliklerini
2} Calisma frekansi 1 | ARTTIRACAKTIR.
ey Artan Séniim 1
Tt A 8§ - 4
05t
D 1 1 ,\'/5| 1 T
0 05 1 15 25 3 35 4 45 &
r

Kiitleye iletilen kuvvet

r?y1+(2¢r ) oy

15621+ (2x0.139x1.56)>

Fr = = . 200000x0.05=17710 N
\/(2gr)2 +-r2f \/(1—1.562) +(2x0.139x1.56)°
6 |
5 - .
Artan séniim
4l d r>4/2 oldugu  i¢in  amortisOr
Artan séniim katsayisinin  arttiritlmast  (sOniimiin
: arttirilmasi) kiitleye uygulanan kuvveti
Na 3 1| ARTTIRACAKTIR.
2 _— J—
1 3
Calisma frekansi
D 1 1 ME | 1 1 |
0 05 1 5 2 25 3 35 4

C3. Zorlama frekans1 o = 50 rad/sn’dir. Dolaysi ile titresim yutucunun dogal frekansi 50
rad/sn olarak ayarlanmalidir.

ki =7, *op =0.2%2500 = 500 Nm/rad

ty

. . . M
Yutuculu sistemde yutucu agisal yer degistirmesi 6, = —-—

Ky

60

500

~0.12rad (-6.87°)

Zorlama frekans1 4 Hz (25.13 rad/sn) olmasi durumunda her iki diskin agisal yer degistirmesi
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Ana kiitle statik yer degistirmesi

:ﬂz 60 = 0.0667rad o, = Ka _ /91020 27.386 rad /sn

1
/ Ky 1/50 =50rad/sn (ilk zorlama frekansi ile ayn1 idi)
25.132
I_E =
0, =5, 2 = 0.0667 30 =-2.2383rad
ot Ky ) ky ,_ 25137 (500 2513 | 500
®3 kqa o] ky 502 900 27.386%) 900
1 1
0, =8 =0.0667 =-2.9948rad
1_0)72 1+ki_ﬁ _ki 1_25'132 1+@_ 25.13 _ 500
®3 kg o) kg 502 900 27.386% ) 900
C4.
me Mo 4 - f
?XI—FEXZ—I— 1X1 —5 m=30kg
k1=2000 N/m
k,=4000 N/m

DR A%, kX, =—
g 1Ty XaTR2X2 =

10 5 ||% N 2000 O X 05 f(t)
5 10||%, 0 4000||x,| TIf(t)
Harmonik cevap kabulii ile

2000 — 100> —5m°
det 5 5
-S5m 4000-10w

} =0 = 75*0*+60000*n*+8000000=0

z=o* doniisiimii ile z, =-169.0599, z, =-630.9401
o, =13rad/sn, ®,, =25.12rad/sn

Titresim bigimleri su sekilde hesaplanir

X 2
(2000- 1002 )X, - 502 X, =0 { lj - xl3 -=2.73
X, ), 2000-10x13
X 122 2.73 —0.732
[_1j _ 5x25.12 01 vi-[?7 7
X5 ), 2000-10x25.12 1 1
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F(t)=50 cos8nt i¢in =» ® = 8n = 25.13rad/sn

2000-10x25.137  —5x25.13? {Xl}_{sou}
—5x25.13% 4000 —10x25.13% || X, ] [50/2

[-4315.2 -3157.6|(X, 25 > Xy 1 [—23152 3157.6 ||25
| —3157.6 —-2315.2| (X, |25 X, ©20006| 3157.6 —43152 |25

X,] [1.0527
{x }z{ 1 4466} ()
2 =1.
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